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- ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


къ первому н5мецкому издан!ю. 


Составитель этого учебника (предлагаемая часть содержитъ 
аналитическую геометр!ю на плоскости, вторая же часть, содержа- 
щая аналитическую геометрию въ пространствЪ, выйдетъ въ течене 
ближайшаго года) уже восемнадцать лЪфтъ состоитъ преподавате- 
лемъ высшей математики въ высшихъ техническихъ учебныхъ за- 
веден!яхъ Берлина. Такимъ образомъ, онъ знаетъ объемъ и харак- 
теръ математическаго преподаваня въ этого рода учебныхъ заведе- 
ияхъ, и имЪлъ ихъ въ виду при составленйи настоящаго курса. 

Ц$ль преподаван!я математики въ высшей технической школЪ 
(по крайней мЪръ, въ Германи) — иная, чфмъ въ университетЪ. Въ 
технической школ слфдуетъ стремиться къ основательному про- 
хожден!ю курса, въ твердо установленныхъ предфлахъ и съ такимъ 
расчетомъ, чтобы выученное студентомъ служило для него полез- 
нымъ орудемъ въ любой моментъ и при каждой возможности при- 
мЪънить свои знаня къ разработкЪ техническихъ задачъ. Въ уни- 
верситетЪ же, наоборотъ, математическое изслЪдоване, созидане 
постоянно новыхъ глубокомысленныхъ соотношен!й между числомъ 
и пространствомъ является самоцфлью, даже если оно заводитъ въ 
отдаленныя области, для которыхъ въ настоящее время вообще не 
мыслимо какое либо практическое примЪнен:е. «У 

Настоящий учебникъ ставитъ себЪ первую ц$ль; но, конечно, 
инженеръ все же не долженъ предъявлять слишкомъ бодршихъ 
претенз1й, какъ тотъ нетерпфливый король, который подучилъ ВЪ 
отвЪтъ, что даже для него въ математикЪ не существуеть. особаго 
пути. Въ самомъ дДЪлЪ, хотя главной нашей лью `Является осно- 
вательное изучене формулъ, непосредственно пригодныхъ къ при- 


мфненю, но достигнуть ее мы можемъ лишь? Тогда, если будемъ 
с: 
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выводить эти формулы въ связной посл$довательности и въ соот- 
вътстви съ основами правильнаго метода преподаванйя, какъ истины, 
подчерпнутыя изъ глубины науки. Я надЪфюсь, что для читателя каж- 
дая страница этого ‘учебника будетъ, дЪйствительно, „поучитель- 
ной“; но если эта книга и помимо непссредственныхъ примфненй 
самымъ содержанемъ своимъ послужитъ къ развитю его ума и 
духа, то онъ врядъ ли за это пос$туетъ. 

Составитель убЪжденъ, что эта книга вполнф пригодна также 
въ качеств первоначальнаго введеня въ аналитическую геометр!ю 
и для студентовъ, изучающихъ математику въ университетЪ, но 
только для тЪхъ, которые лишь недавно вышли изъ средней школы. 
Для этихъ начинающихъ студентовъ то обстоятельство, что здЪсь 
они во многихъ мъстахъ получатъ больше указанйй на практическая 
примфнен!я, чфмъ это обыкновенно дфлается въ университетЪ, бу- 
детъ только полезно. При этомъ болфе обстоятельная и основа- 
тельная разработка „элементовъ“ поможетъ лучше ими овладЪть, 
а это, въ свою очередь, несомнфнно, служитъ лучшимъ ручатель- 
ствомъ за результаты дальнфйшаго учения. 

Но во всякомъ случаЪ эта книга имфетъ въ виду читателя, 
который честно и серьезно хочетъ изучить предметъ, ибо отъ него 
повсюду требуется самостоятельное и глубокое размышлене; на- 
стоящее руководство никогда не вводитъ читателя въ заблужден!е 
относительно дЪйствительныхъ трудностей; напротивъ оно даже 
больше, чфмъ въ другихъ книгахъ подобнаго же рода, обращаетъ 
на нихъ внимане и указываетъ, какъ съ ними справиться. 

Изложенный матер!алъ приблизительно совпадаетъ съ тЪмЪъ, 
что содержится въ моихъ лекщяхъ, посколько он относятся къ 
аналитической геометр!и. Въ то же. время я старался такъ его обра- 
ботать, чтобы читатель даже посл долгол$тней практической ра- 
боты, при которой геометрическе образы постепенно нех 
нашелъ въ моей книгЪ надежнаго совфтника. о” 

Въ одномъ важномъ, впрочемъ, пунктЪ я пошедя ”здфсь 
дальше. Я имфю въ виду теор!ю проективной и перспективной за- 
висимостей, примыкающее сюда учене о прилив координа- 
тахъ и ихъ примБнене къ общей теор!и рвы, \Второго порядка. 
При этомъ я считался съ тБмъ обстоятельстадмть что студенты 
высшихъ техническихъ школъ кромЪ аналитической геометр!и весьма 
много занимаются начертательной геометрией въ связи съ синтети- 
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ческой геометр!ей; поэтому для студентовъ, уже ближе знакомыхъ 
съ предметомъ, вЪроятно, интересно будетъ найти въ моей книгЪ 
въ н5которомъ смысл мостъ между двумя столь глубоко различ- 
ными системами разработки геометрии. 

Въ концф каждаго параграфа помфщены задачи для упражне- 
ня, рЪьшеня которыхъ въ краткомъ вид приведены въ концЪ 
книги. Эти задачи отнюдь не искусственно подобраны: онЪ не при- 
водятъ къ какимъ либо поразительнымъ результатамъ и не блещутъ 
ни въ какомъ другомъ отношени. На нихъ читатель только дЪй- 
ствительно упражняется въ примфнени прочитаннаго, при чемъ въ 
иныхъ случаяхь нужны довольно обширныя вычисленя, ибо по 
моему мнфн!ю основательное упражнене въ этомъ дфлЪ чрезвычай- 
но полезно для инженера. 

Итакъ. моя книга выходитъ теперь изъ узкой сферы моего 
рабочаго кабинета и типографской мастерской и должна предстать 
предъ критическимъ взоромъ моихъ товарищей и учаицеся моло- 
дежи, обыкновенно еще болфе строгой. Пусть она найдетъ, если 
можетъ, читателей, пусть встрФтитъ сочувств!е и друзей; друзей, 
которые не отказали бы мнЪ въ совфтЪ при новомъ издании, если 
такому суждено будетъ появиться въ свФтъ. 


Шарлоттенбургъ, 20 августа 1900. 
Проф. 0. ДЗ!ОБЕКЪ. 
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ко второму н5мецкому издан! ю. _ 


—_ 


Хотя оглавлене и осталось неизм$ннымъ, но сравнен!е этого 
издаНмя съ первымъ обнаруживаетъ весьма много измфненй. Пере- 
числять ихъ каждое въ отдфльности — едва ли стоитъ труда; но 
вмЪстЪ взятыя они доказываютъ, что авторъ добросовЪфстно вос- 
пользовалея многочисленными указанями въ цфломъ рядЪ отзывовъ 
о первомъ издани и попытался сдЪлать второе издайе лучшимъ. 
Пусть оно встрЪтитъ столь же пружескй пр1емъ, что и первое. 


Шарлоттенбургъ. 22 января 1909. 
Проф. О. ДЗ!ОБЕКЪ. 
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Аналитическая геометрия прямой лини. — Простое отноше- 
не трехъ точекъ и двойное отношене четырехъ точекъ 
прямой лини. — Линейныя преобразованя. 


Подобно тому, какъ геометр1ю вообще раздфляютъ на плани- 
метр1ю и стереометр1ю, и аналитическую геометр1ю обыкновенно 
дЪлятъ на двЪ части: аналитическую геометр!ю на плоскости и 
аналитическую геометрию въ пространствЪ. Эти части не только, 
‚ какъ показываетъ назване, являются обЪ „аналитическими“ дисцип- 
линами, но построены 06 на одномъ и томъ же основномъ прин- 
ципЪ, различаясь лишь т5мъ, что принципъ этотъ прим$няется въ 
первой части къ двум5$рному образу— къ плоскости, а во 
второй части къ трехм$рному —къ пространству. Но было 
бы, быть можетъ, боле логично сначала изслфдовать съ аналити- 
ческой точки зрфНя одномфрный образъ — прямую лин!ю. 
Намъ кажется полезнымъ предпослать въ качествЪ введенйя анали- 
тическую геометр!ю прямой линйи (обыкновенно ее несправедливо 
оставляютъ безъ вниман!я) для того, чтобы выяснить Не. 
принципъ на прост5йшемъ случаЪ и, кром$ того, развить важный 
понятя о простомъ и о двойномъ отношен1яхъ. су 


© 
Прямая линя безгранично простирается въ ‚\кФЖдомЪ ИЗЪ 
двухъ ея направлен; мы поэтому не будемъ ограничивать ея ни 


односторонне одной точкой, ни всю двумя точками, какъ отрЪ- 
СУ 
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зокъ, но будемъ разсматривать прямую въ ея неограниченномъ про- 

тяжени въ обф стороны. Ясно, что тогда ни для одной точки 

невозможно указать ея абсолютное 

Пр” И положене, но возможно лишь указать от- 

а носительное положеше точекъ, т. е. 

положене ихъ другъ относительно 

друга. Если на начерченной прямой даны дв точки Ри О, то 

лля установленя ихъ относительнаго положеня необходимы два 

задан1я, именно: 

первое заданйе: разстоян!е между точками Ри 0), 

второе задане: направлеНе отъ точки Р къ точкБ О (оно 

совпадаетъ либо съ направленемъ слЪва на- 

право, либо съ направлешемъ справа налЪво). 

Но если мы разсматриваемъ больше двухъ точекъ, то ко- 

нечно, нфтъ необходимости задавать положене каждой точки от- 

носительно любой другой, такъ какъ эти 


В и В  заданя, очевидно, не являются независимыми 

> — одно отъ другого. Пусть, напримЪръ, отно- 

ие 2. сительно точекъ Р, О, К будетъ дано слЪ- 
дующее: 

1а) разстояне РО=12 тт., | положене точекъ 


2а) направлене отъ точки Р къ точкЪ О есть ' Ри О другъ от- 


направлен!е слЪва направо; носительно друга; 


25) направлеше отъ точки Р къ точк6 А 'Р и К другъ от- 


1Ь) разстояне РА = 27 тт., | положене точекъ 
| носительно друга. 


есть направлен!е слБва направо; 
Отсюда непосредственно вытекаетъ, что 


1с) разстояне ОК=15 тт.=(27—12) тт. | положене точекъ 
2 с) направлене отъ точки О къ точкЪ К со- (Ои В другъ ‚0х 
впадаетъ съ направленемъ слва направо, | носительно ‹ друга. 
Такимъ образомъ: положен!емъ двухъ точек (О 
и ^) относительно одной и той же третьей” точки 
{Р) опредъляется и ихъ положен!е одной относи- 
тельно другой. _ 
Это простое предложен:е, въ справедливости котораго насъ убЪ- 
ждаетъ непосредственное созерцане, было “положено Декартомъ 
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въ основу аналитической геометр!и. ДЪйствительно, если положене 
всЪхъ точекъ прямой лини отнесено къ одной изъ нихъ, вы- 
‘бранной по произволу, то мы получаемъ такимъ образомъ едино- 
образный способъ опредфленя положенмя точекъ, соединяющий 
простоту съ полной опредфленностью *). Выбранная точка, на- 
зываемая началомъ или нулевой точкой, обыкновенно 
‚обозначается буквой О. Введен!е начальной точки есть, такимъ 
образомъ, первый и существеннЪйшй признакъ аналитической 
геометр/и. 


Но необходимы еще два условя для того, чтобы эту гео- 
‘‚метр1ю сдфлать „аналитической“. Одно изъ нихъ имфетъ древнее 
происхожден!е: разстоян!я, какъ всф вообще изм$римыя величины, 
‘мы выражаемъ числами при помощи единицы длины и ея’ подраз- 
дфленй. Если единица длины извфстна, то ее можно, указывая 
разстояня, опускать, такъ что получается возможность произво- 
дить съ этими числами вычисленя, какъ съ отвлеченными числами. 


Второе же услов!е установилъ самъ Декартъ**) и тЬмь 
первый обезпечилъь аналитической геометр1и ея высокое значене. 
‘Одно изъ двухъ направленй прямой считаютъ положительнымъ 
(=), другое — отрицательнымъ (—), и придаютъ числу, выражаю- 
лцему разстояше отъ точки Р до точки О (Р — начальная точка, 
О — конечная точка) знакъ --, если направлене отъ точки Р къ 
точк О совпадаеть съ положительнымъ направленемъ, и знакъ — 
‘въ противоположномъ случаЪ; такимъ образомъ, РО не равно ОР, 
но равно — ОР. Съ помощью этого преобразованя абсолют- 
наго числа въ алгебраическое (снабженное знакомъ), оба 
задан!я — разстоян!е и направлен!е объединяются въ 

одно. Если, въ частности, отъь точки О переходятъ къ какой-ни- 
‘будь точкЪ Р, то разстояе ОР, снабженное знакомъ и выражен- 


*) Этотьъ способъ опредБленмя положеня точки имЪетъ ‚очень 
‚древнее происхождене, ибо имъ пользуются, какъ извЪстно, ‘цьСастро- 
номи и въ географии (долгота и широта) уже въ течеше тыбячельти; 
однако Декарту принадлежитъ та высокая заслуга, ч осовъ восполь- 
зовался названнымъ способомъ, какъ основанемъ для м метода въ 
геометрии. 59° 

**} По новЗйшимъ историческимъ изслъдовай яму, впрочемъ, уже 
‘индусами были введены положительные и отрицательные отрЪзки. 
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ное числомъ (съ помощью единицы длины}, обыкновенно обозна- 
чается черезъь х и называется абсциссой точки Р (фиг. 3). 


— <<< ь Р >» т 
< о РР ИНОЕ ИИ НН 
—<---------------- Др ------------: > 

Фиг. 3. 


Итакъ, для того чтобы эта абсцисса х могла быть опредф- 
лена вполнф однозначно, должно быть предварительно указано: 
1. какая точка выбирается за начало, 
2. какая длина принимается за единицу длины, 
3. какое направлене считается положительнымъ и какое — отри- 
цательнымъ. 

Выборъ начала, единицы длины и положительнаго направлен1я 
теоретически вполнф произволенъ и поэтому ставится въ связь съ. 
практическими соображенями. Начало О выбираютъ вблизи раз- 
сматриваемыхъ точекъ и, по возможности, такъ, чтобы абсциссы 
послЪднихъ были положительными. Елиница длины также выби- 
рается подходящимъ образомъ, не слишкомъ большой и не слиш- 
комъ малой; наконецъ, изъ двухъ направленйй одно, почему либо 
болЪе предпочтительное, принимается за положительное. Въ учеб- 
никахъ аналитической геометр1и за положительное обыкновенно вы- 
бираютъ направлене, въ которомъ мы пишемъ — т. е. слва на- 
право; этого будемъ придерживаться и мы. 

Каждая точка Р имЪфетъ свою абсциссу х, это коротко выра- 
жаютъ такъ: Р(х). Точка О имЪетъ абсциссу х=0, вс точки 
слЪва оть нея имфютъ отрицательныя абсциссы, а точки справа 
отъ нея — положительныя. Непрерывный рядъ точекъ на прямой 
лин!и является теперь какъ бы изображенемъ, нагляднымъ геомет- 
рическимъ истолкованемъ непрерывнаго числового ряда. Какъ 
между двумя точками н$тъ разрыва и соединене ихъ предёа- 
вляется сплошнымъ, такъ и отъ одного числа къ другому ‘суще- 
ствуетъ непрерывный переходъ безъ скачковъ, предпод&гая, есте- 
ственно, что между цфлыми числами вставлены рашональныя дроби 
и ирращональныя числа. $ 


Замфтимъ еще, что абсцисса х, какъ м подроб- 

нфе, есть не абсолютное, но а лгебраиеское число, т. е. 
и 

въ символъ х слБдуетъ считать включенными какъ абсолютную 
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зсличину, такъ и знакъ. Итакъ, замфтимъ хорошо, знакъ вклю- 
чается; х есть абсолютная величина, соединенная съ знакомъ. 
Поэтому обозначене абсциссы точки Р, лежащей слЬва отъ О, 
черезъь —х представляется совершенно ошибочнымъ и ведетъ къ 
грубЪйшимъ недоразумфн1ямъ, неясностямъ и ошибкамъ въ знакахъ. 
Эта абсцисса есть только х, ибо знакъ — уже включенъ въ х 
подобно тому, какъ въ лругихъ случаяхъ включается знакъ +. 
Знакъ появляется лишь тогда, когда абсолютная величина абсциссы 
задается съ помощью цифръ, напримЪръ, на фиг. 4аи фиг. 4Ъ 
соотвЪтственно 


х =- 3, х=— 3. 

Вы О Р +. —Р 2 
— Е > __ ГИ 
—<--------- 2-----------. > = -------.-.- р-не. = 
Фиг. 4а. Фиг. 4 


Если желательно, не выражая абсолютной величины абсциссы 
<ъ помощью цифръ, явно указать знакъ, то пользуются Вейер- 
чштрассовымъ символомъ |х| для абсолютной величины алгебраиче- 
<скаго числа х. Тогда лишь является позволительнымъ писать 


х=|х| или х=— Хх 
въ зависимости отъ того, лежитъ ли точка Р справа или слфва 
отъ точки О. Наконецъ, мы совфтуемъ не опускать знака въ слу- 


чаф, если онъ будетъ положительнымъ, когда абсцисса задается въ 
цифрахъ, т. е. совБтуемъ не писать, напримБръ, для фиг. 4а 


х = 3 вмБсто х = - 3. 


Вфдь З и 3, здБсь по крайней мЪрЪ, не одно и то же, ибо 
знакъ -- у насъ указываетъ направлене. 

К} 
Если разсматриваютъ одновременно н$сколько точекъ, то ихъ $ 
абсциссы большей частью отмфчаютъ значками, напримЪръ, Р.. (85, 
Р. (х.), Р. (х.) и т. д., или штрихами: Р’(х’), Ро ® т. д. 


Иногда также выбираютъ различныя буквы: х, Х, Ё и тк” 
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Основная задача аналитической геометр!и пря- 
мой лин!и: Даны двЪ точки Р, (х.), Р, (х.), опредФлить разстоя-- 
не отъ точки Р, до точки Р, по величинЪ и направлен!ю. 


Рф шенуе: 


на фиг. ба 


Р‚Рь = -Е [(- м.) = (Е х,)] = х, —х, = (+ 31) — (+ 19) = - 12, 


0 р Р) 0 р, В_ 
а а НЕ ) 
Фиг. ба Фиг. 6Б 

на фиг. 6Ъ 


Р.Р = — [м ) = (+ х.)] = х.-х, = (419) —=(С 31) = — 
на фиг. бс 


Р.Р» = — [(+х,) {+ С х,)] = х—х, = (— 19) — (+ 12) = — 


В о _ В р о В 
<: ------ 1. ------ ><----2;--3> < --—-- т, ------- > 1. > 
Фиг. бс. Фиг. 64. 
на фиг. 64 
Р.Рь = + [СЕ х,) += (—х,)] = ху х, = (| 12) —(—19) = + 31, 
на фиг. бе 
РР = — [([—х,) — (—х,)] = х, —х, = (—-31) —(©-12) = — 19, 
_Ро Р]1 0 Р1 Р2 0 
вк ря к. > АА › о 
Фиг. бе. Фиг. 61 
на фиг. 61 
ВРож АНК) т = — и —х = (- МЗООВОЫЙ > 


ЗамЪчан!е 1. Первый знакъ не. ломанными ск ‘обкамн) 
отвфчаетъ направленю отъ точки Р, къ точкЪ Р,, знаки” внутри 
круглыхъ скобокъ замфщаютъ — примфнительно къ каждой фигурЪ. 
— абсциссы ихъ абсолютными величинами. Допустимъ, ЧТО: 
кто-либо ошибочно пренебрежетъ этими знаками °(такая опасность. 
весьма угрожаетъ начинающему) и приметь во ›внимаше лишь знаки, 

<< 
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отпечатанные жирнымъ шрифгомь, которые отнюдь не указы- 
ваютъ на направлене отрфзковъ, а только нато, что соотвфтствую- 
ие отрЪзки (безотносительно къ ихъ знакамъ) слЪфдуетъ сложить 
или вычесть. Въ такомъ случаЪ онъ получитъ по порядку слдую- 
ие результаты: 
х—Хь мах м ох, хх оф, Хх, 

которые вфрны лишь для фиг. ба и бе, а въ прочихъ случаяхъ 
ошибочны, такъ какъ постоянно х замфщается черезъ |х|. ДБй- 
ствительно, на фиг. бс х, не =12, но =--12 (тт) их, не =19, 
но = — 19, такъ что хх, = (- 12) (— 19) = —7, въ то 
время какъ разстояне Р, Р., очевидно, безъ знака равно 31, а со 
знакомъ равно — 31. 


Зам чан1е 2. Хотя эта задача показываетъ, какъ нужно при- 
способляться къ тому обстоятельству, что абсциссы х и разстояня 
вообще суть алгебраическя числа, но, съ другой стороны, на ней 
же обнаруживается достигаемая этимъ чрезвычайная выгода. Въ са- 
момъ дьлЬ, какь бы ни были расположены три точки О, Р,, Р,, 
всегда получается одна и та же формула, именно 


Р. р = > баны 1 1) 
= (абсцисса конечной точки) — (абсцисса начальной точки). 


Эга выгода, устраняющая часто столь тягостныя и отнима- 
юшия много времени соображеня относительно расположенйя то- 
чекъ, осуществляется (замфтимъ это здЪфсь разъ навсегда) лишь 
при точной постановкЪ соотвЪтствующаго знака. Итакъ, всегда одна 
лишь формула! 

Выражене х., — х, называется также (относительной) абсциссой 
точки Р, относительно точки Р., такъ какъ оно становится абсцис- 
сой точки Р., если точка Р, принимается за начало. Это выражеше, 5, 
такимъ образомъ, при < 
надлежащемъ изм$нени 
обозначенй — служитъ 
для преобразова- 


0 
н!я абсциссъ при Фиг. 7. м 


перенесени начала. 


Если, напримфръ, обозначимъ новое начало через О, его абсциссу 
относительно (О черезъ @, абсциссу произвольной точки Р отно- 


8 $ 1. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР!Я ПРЯМОЙ ЛИНИИ. 


сительно начала СО — черезь х, а относительно новаго начала 
О, — черезъ &, то изъ формулы 1) слфдуетъ, что 


Е =х—а; х=Е-а. 2) 


При этомъ изм5няется лишь начало, положительное же направлене 
и единица длины остаются ТЪ же. Если желательно замфнить одно 
другимъ положительное и отрицательное направленйя, сохраняя не- 
измфнными начало и единицу длины, то абсциссы мЪняютъ свои 
знаки. Соотвфтствующее преобразован!е поэтому таково: 


Е = —х; х=—Ё, 2а) 


Если же ввести лишь новую единицу длины, удерживая то же на- 
чало и то же положительное направлене, то значення абсциссъ 
должны быть умножены на отношене старой единицы длины къ 
новой. Обозначивъ это отношене черезъ т, получимъ: 


1 
Е у хе Е, 25) 
т 
Замфтимъ, что Формулы преобразованя во всфхъ трехъ случаяхъ 


цфлыя и первой степени или линейныя, т. е. имБютъ видъ: 
а 1 
Е -= арх; В т 2с) 


и что этоть видъ сохраняется и по объединени ихъ. Въ этихъ 
формулахъ 4 указываетъ на перенесене начала, абсолютная вели- 
чина р связана съ измфчешемъ единицы длины, тогда какъ знакъ р 
даетъ возможность узнать, были ли перемБщены положительное и 
отрицательное направлен!я, или н$тъ. Первое имфетъ м$5сто при 
отрицательномъ знакЪ р, а послфднее — при положительномъ. 


А 
АУ 
©. ©“ 


ОпредЪлен!е простого отношен!я трехъ” то- 
: а) 
чекъ (отношен!я, въ которомъ разд флен®> отрЪ - 
зокЪ). Подъ отношенемъ точки Р.(х.) къ точкамъ (Р.(х,), РР) 
разумфютъ отношене двухъ (снабженныхъ знаками)разстоянй точки 
Р; отъ точки Р, и оть точки Рь. Въ силу формулы 1), это отно- 
шене /, для котораго мы введемъ символъ, (Р.В,Р.), опредфляется 
оо 

равенствомъ: у 
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о а = (Р,Р.Рз). 3) 


Само собой разумЪется, что /^, равно какъ и х,, х., х., есть алге- 
браическое число. Оно будетъ положительнымъ или отрицатель- 
нымъ въ зависимости отъ того, лежитъ ли точка Р; внф или вну- 
три отрфзка Р.Р.. Х = —1, если точка Р. совпадаетъ съ серединой 
отрЪзка Р.Р., далЪе, Х убываеть оть —1 до — 0, когда точка 
Р. движется отъ этой середины къ точкЪ Р., при переходЪ черезъ 
точку Р, перескакиваеть отьъ — < къ -| ©, и затфмъ снова убы- 
ваетъ, когда точка Р. удаляется отъ точки Р.. Если точка Р. до- 
статочно далеко отстоитъ отъ точки Р,, то Х сколь угодно близко 
подходить къ 1, ЧТО Явствуеть и изъ формулы для ^Х, если 
написать ее въ слБдующемъ вид: 


1 РЕЗИИ п В. о а а-Р 
1 = 3 >= сы т 
| св езееаеееее +055 о =>еос 3 ----- > 
2. <---м.---> 
Фиг. 8. 


Если подставлять сюда вмЪсто х. все ббльшя и бблышя чи- 
сла, то Х будетъ все ближе и ближе подходитъ къ 1 и въ пре- 
дълЬ при х. = -- с мы получимъ, что 


н р 
Хз р 
ит [^] = И |5 = 1. 
для Р=Р(-+е) |-— — 
7з х.= -Ё со 


Тоть же предфлъь получается, если точка Р. движется въ 
обратную сторону, все боле и болфе удаляясь отъ точки Р, (при 
<овпаден!и съ которой ^ = 0). Такимъ образомъ, также и 


Пт 7 — -- & АУ 
ра 
для Р,=Р (-- ©) й © 
^^ 
вслфдстве чего мы условимся писать © 
(Р.Р, Р(оэ)) = + 1. 5557 За) 


(Их 
Зам 5 чан! е. Несмотря на то, что „безконечно удаленная точка“ 


есть только извфстный способъ выражения, которому” не соотв$т- 
^\ 

ствуетъ никакого реальнаго образа, принято все: а выражене это 

вводить въ томъ смысл, что искомая точка. «удаляется все дальше 


В 
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и дальше, а абсцисса ея пробрЪтаетъ значеня все большя и боль- 
пия по абсолютной величин$; вмфстЪ съ тфмъ о безконечно удален- 
ной точк$ Р(ою) говорятъ, какъ если бы она занимала положене, 
которое дфйствительно можно указать, при чемъ считаютъ ее от- 
стоящей безконечно далеко какъ въ одномъ, такъ и въ другомъ. 
направлен!и (какъ если бы прямая была окружностью безконечно- 
большого рад1уса, которая смыкается въ безконечности). 

Мы зд$сь разсматривали точку Р., какъ подвижную, пере- 
мфнную, „текущую“, а точки Р, и Р.. наоборотъ, какъ данныя, 
„постоянныя“. Обыкновенно перемфнной точкЪ не приписываютъ. 
никакого значка, но обозначаютъ ее просто черезъ Р, а абсциссу 
ея — черезъ х, съ цфлью указать, что это х есть „измфняющаяся. 
величина“, „перемБнная“. Но тогда и ^Х есть перемфнная величина, 
и уравнене, связывающее обЪ перемфнныя хи ^, согласно равен- 
ству 3), имЪфетъ видъ 


р ЧА. 3Ъ) 
х, — Хх 


Если преобразовать это уравнен!е, вычисливъ х, то получится 
формула, 


х А: — щи" `А9 4 
|1 —^ ) 
примфняемая въ томъ случаЪ, когда наоборотъ, ^ дано и требуется 
найти ‚ =], т.е. если въ каче- 
ствЪ точки Р взять середину отрфзка между точками Р, и Р,, то 
а м № 
м, 
в) 4а) 


т. е. абсцисса середины отр$зка есть среднее ариеметическое между. 
абсциссами начальной и конечной точекъ. 


Для ^ = О получаемъ, что х =х,, т. е. точка Р совпадаетъ. 


съ точкой Р}; == сю имЪемъ: «АУ 
— 
‚. о ©° 
т = Х.5 — 
ь - р — 5 (7 
х = шп ры Ре 2 —х,, д& 
] — 1 У - 
> > 
й ‚р х © 
‹\ — 
т.е. точка Р совпадаетъ съ точкой Р.. Наконецъ, попоживъ ^=-1.. 
хи — АХ. х0“ 
получимъ: х = Шт | —— = - о°, т. «точка Р’ совпадаетъ. 
а А 


съ безконечно удаленной точкой, какъ оно и должно быть и т. д.. 
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Шесть простыхъ отношен1й трехъ точекъ. Пе-. 
рембщая три точки Р,, Р,, Р, всми 1.2.3=3!=6 способами, 
мы, по формулЪ 3), можемъ составить шесть отношенй. Если для 
сокращен1я положимъ 

—=А, № — Ау = А, 5) 


` 


(обращаемъ вниманйе на циклъ: (1, 2, 3) [посл 1 слфдуетъ 2, 
посл$ 2 слфдуеть 3, послЪ 3 слфдуетъ 1], онъ будетъ встрф- 
чаться очень часто) и для отлиЧйя обозначимъ шесть отношенй по 
порядку черезъ Л., ^., №., А., А, Ав, то формула 3) дастъ: 


А \ 
3 
(Е, Р. Ву = ААА 
2 
А, 
БА В) = А, = — д [ Первая группа, циклъ (1, 23) 
3 
А 
| ы" 
1 
6). 
А 
(Р; Р, о ав — 
А: 
ТЫ = А, = -1 [ ВТорая группа, циклъ (972 
1 
А 
ох й А И 
Очевидно, всЪ 6 отношенй получатся, если изъ величинъ- 
А., 4., Ч, образовать всЪф возможныя дроби типа и ° - ид 
ть 
и передъ всфми поставить знакъ —. Но величины .., 4., 4. не 


будутъ независимыми другъ отъ друга, ибо путемъ сложенйя ра- 
венствъ 5) тотчасъ получаемъ: 


А, А, 4, = 0. 5а) > 
дя 
Поэтому одна изъ трехъ величинъ, напримфръ, 4, = -— (АБ 43) 


можетъ быть исключена изъ равенствъ 6) т "при Этом бу- 
детъ утрачена симметр!я). Такимъ образомъ, всЪ отношеНЫ могулъ. 


А \ й 
быть выражены черезъ одну дробь ги ИЛИ ош ъ отношене- 
2 х 
А < 
А) = Е такъ что мы имфемъ предложейе?” 
2 
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Если дано одно изъ шести отношен{й, то че- 
резъ него можно выразить остальныя. Выполнивъ это 
маленькое вычислене, получимъ: 


А 
Е а | 
в 
д 4 4 _ 2. МАЙ 
| р 4; > 283 да 
А, 
Е, с. Ш 
3 Е” А ми 1 ^, 
А, 7) 
45. 
] А, 
о ая 
] 
^ = ные 
6 Хз 1 


Аналогичныя формулы получатся, если всЪ Л выразить черезъ 
15, з и т. д. Замфтимъ еще, что при вычисленни шести отношенй 
всегда 4 будутъ положительными, а 2 — отрицательными; если, на- 


> = > 9) 19) < 
прим$ръ, ^ Пт то №5 — ие ^; = т № Е м А — 
й 7 
=== —э Ав = === ® 
че 7 6 и 5 


Такъ какъ вс шесть отношенйй могутъ быть выражены че- 
резъ одно изъ нихъ, то говорятъ просто объ отношени трехъ то- 
чекъ, при чемъ молчаливо подразумЪвается, что послфдователь- 
ность, въ какой взяты точки, извфстна. «АУ 

Шесть отношенй, какъ показываетъ и приведенный, ‚вые 
примфръ, вообще отличны одно отъ другого, а два отношен я при- 
надлежац(я, въ силу формулъ 6), къ одной и той же рут, ни- 
когда не могутъ быть равны. Въ самомъ дВлЪ, напримьръ, допу- 


щене, что \ 
ря — р ‚< 


приводитъ, въ силу равенствъ 7), къ ан ому уравнен!ю 
У 
4 — МТ = 
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не имБющему вещественныхъ корней А, = ыы. 2 3 


Наоборотъ, нфкоторое отношене одной группы можетъ имфть 
такое же значене, какъ и одно изъ отношенй другой группы, и 
простое изслЪдован!е показываетъ, что въ этомъ случаЪ отношен!я 
двухъ группъ попарно равны, такъ что существуетъ лишь три 
различныхъ отношеня. ДЪйствительно, при этомъ возможны лишь 
слъдующ!е случаи: 

1) Одна точка есть середина отрфзка между двумя другими, 


напримфръ, точка Р, есть середина отрфзка Р, Р.. Тогда 


^ -. -. ] 
№ = М = — Л = № = а, 73 == == Ата" 
2) ДвЪ точки совпадаютъ, напримфръ, точки Р, и Р.. Тогда 
= 1, А: — 0 Я. а со. 


3) Одна точка, напримЪръ, И совпадаетъь съ безконечно уда- 
ленной точкой. И тогда также 


К, — Ааа и». = г 


Если же всЪф три точки совпадаютъ, то всЪ отношеня стано- 


вятся неопредФленными | вида тре} 


Отношеше 


если его выражен е разсматривать съ аналитической точки зр$нйя, 
находится въ особенной связи съ упомянутымъ выше цфлымъ ли- 
нейнымъ преобразованемъ 


Е=а- 5х (2°), „5 


которая можетъ быть выражена слфдующимъ предложенемъ:. © 
ь ^ 
Простое отношен{!е трехъ точекъ есть »ИНва- 
я я а 
р1антъ“ для каждаго цБлаго линейнаго пре обра- 


зовант1я. > 
50° 


Это должно означать: Если въ равенство ‹ 8%) подставить 
вмБсто х значеня х,, х., хз и соотв$тствующйя значен1я Е обозна-_ 


а 


чить черезъ ху 


=а- 6х, & =а- 4х, в а-дх, 
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ТО ПОСТОЯННО: 
ты 2 И = а! 


= Х2 — Хз 


ДЪиствительно, прежде всего путемъ вычитан!я получимъ: 
Бе ба > 1 Ш 2} 
Е, — & = В(х, — хз); 6 — В; = В(х, — №), 


откуда при помощи дфленя выводится утверждаемое тождество 8), 
которое (въ виду указаннаго выше геометрическаго значеня ра- 
венствъ 2с) показываетъ, что ^ не зависить ни отъ выбора на- 
чала, ни отъ выбора положительнаго направлен1я, ни отъ выбора 
‚единицы длины; оно зависитъ лишь отъ положенйя трехъ точекъ, 
какъ это само собою вытекаетъ изъ геометрическаго опредфления. 


8) 


Опред5лен!е двойного отношен!я четырехъ то- 
чекъ. Подъ двойнымъ или ангармоническимъ отношешемъ точекъ 
и 
Р.(х.) и Р(х,) къ точкамъ Р‚(х,) и Р,(х,) разумютъ дробь 


| отношене точки Р; къ точкамъь Ри Р (РР, Р)) 
‚- отношен!е точки Р, къ точкамъ Р; и Р, =. | 
или, вводя символъ (Р, Р, Р. Р,), 

Е 
(Р.Р, В.) Е М (х, — хз) ‚(х, —х,). 
(РРР) хх, 24 (х, — ж) (=, —х.). 


2—4. 


= 2) 


Двойное отношен!е, важное значене котораго вскорЪ выяс- 
нится, является, такимъ образомъ, отношенемъ двухъ простыхъ 
отношенй и поэтому оказывается положительнымъ или отрицатель- 
нымъ въ зависимости отъ того, имфютъ ли послфдыя (отношеня) 
одинаковые или разные знаки. Итакъ, если обЪ точки Р., Р, 
лежать внутри или об внЪ отрфзка Р,Р,, то Ш) есть чисдо» 
положительное; если же одна точка лежитъ внутри, а другая 
вн, то 1) есть число отрицательное. То есть: двой ое’ от- 
ношене /) выражается числомъ отрицательнымъ 0 Чон 
тельнымъ въ зависимости оть того, раздфляются ли точки 
Р., Р, точками Р,, Р, или не раздфляются ‹(ебли точки Р., 
Р; обЪ лежатъ ми отр5зка Р, Р,, но съ р личных сторонъ 
отъ него, то и тогда говорятъ, что точки. », Р, не раздф- 
лены, подразумфвая при этомъ, что можно перейти отъ точки 
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.Р. къ точкф Р, черезъ безконечно удаленную точку Р(оо), не 
проходя черезъ точку Р, или Р,). 

Четыре точки можно перемфщать 1:2-3:4 = 4! = 24 спо- 
собами, въ результатЬ чего, согласно равенству 9), получаются 24 
‚двойныхъ отношеня. Но они не всЪ различны, что выясняется изъ 
<сл$дующаго предложения: 

Двойное отношене не измф$няетъ своего зна- 
чен!я, если четыре точки переставлены попарно, 
т. е. переставлены какя нибудь дв изъ нихъ и въ то же время 
'— оставш!яся двф. 

Разсмотримъ, напримфръ, двойное отношене: 

(Р.Р ак ты хь). в 
и (м —х,). 
Если переставить точки Р., Р, и въ то же время точки Р., Р,, то 
получимъ: 


о о 8) 


(<: —хд) (х, —х) 
‘переставимъ, далфе, въ равенствЪ &) точки Р,, Р., а также точки 
РА: 
РРРР) _ (8—2) №), 
2) (х в— 2) (%—х,). 


‘наконецъ, переставимъ въ равенствЪ %) точки Р,, Р, и Р,, Р.: 


(Р.Р. Р,Р,) = и а яю. 3) 
5 7. 4 1 
ДЪйствительно, чэтыре двойныхъ отношеня а), 3), 1), 9) 
тождественно равны другъ другу. Можно теперь попытаться, нельзя 
ли изъ найденныхъ двойныхъ отношенй 3), 1), 8) съ помощью 
тЪхъ же перестановокъ опять получить новыя двойныя отношенйя, 


которыя Также должны быть равны этимъ; но, какъ показываеть <? 
каждая попытка, мы при этомъ всегда возвращаемся къ одному. изв. 
двойныхъ отношенй а), 6), 1), 6). Четыре перестановки образують 
то, что называютъ „группой“, именно, каждое перемфшен®ь” пере- 
водящее одну изъ этихъ перестановокъ &), В), 1). 5) в’ другую, 
вмЪст5 съ т5мъь переводить каждую изъ этихь ` перестановокь 
‚въ одну изъ этихь же четырехъ перестановокъ. <<9° 

Но такъ какъ формально существують 24 двойныхь отноше- 
Ня, то остается еще вопросъ, какъ непосрёдственно получить 


16 $ 1. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЯ ПРЯМОЙ ЛИНИИ. 


шесть дЪйствительно различныхъ изъ ихъ числа. Для этого мы 
замфтимъ, что любая точка можеть быть помфщена на любомъ 
мЪстЪ. Если, напримБръ, дано отношене (Р, Р, Р, Р.) и мы хотимъ 
помфстить точку Р, на послфднемъ мЪстЪ, то переставляемъ точку Р. 
съ точкой Р, и точку Р, съ точкой Р., и получаемъ отношение 
(РРР. Р.Р,). Поэтому можно поставить точку Р, во всфхъ двой- 
ныхъ отношеняхъ на послЪднее мЪсто и переставлять всфми воз- 
можными способами лишь точки Р,, Р., Р.. Если, аналогично ра- 
венствамъ 6), положить 


(м —х5) (5 —х,) = Вь, (хо —х,) ©, —х,) =В,, 10) 
х.) (х, — х,) = В 
и обозначить 6 двойныхъ отношенй черезь ДП. 0., 0., О 
О., Пь, то получимъ: 


(Р. Р. Р, РВ) =РВ, = — 
(РВ, В д=В, =— 
(Р, Р. Р› Р) = В, = — 


11) 
(РР, Р)=В,=— 


> © 


(РВ, В) =В=— 


55 55 > 5 6 © 5 5 3 55 5 


> 


(РР В В) = [= — 


Легко усмотрЪть, что формулы 11) построены вполнЪ анало- 
гично формуламъ 6); лишь вмЪфсто выраженй 4., /4., А. здЪсь 
помфщены боле сложныя выраженя В., В, В.. Аналоя, однако, 
простирается и дальше во всей своей полнотФ. ДЪИствитедвив, 
какъ легко потомъ удостовфриться путемъ подстановки выражен 
10), иметь мЪсто сльдующее равенство, аналогичное равенству ба): 

В, + В, - В. = 0. © 10а) 

Такимъ образомъ, заключеня, сдфланныя “Относительно про- 
стыхъ отношенНй изъ равенствъ 5а)и 6), могуть быть дословно 
перенесены и на двойныя отношеня. Въ. ‚частности, всЪ двойныя 
отношеня также могутъ быть опредфлены Черезъ одно изъ НИХЪ, 
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наприм5ръ, черезъ И, при чемъь, аналогично равенствамъ 7), 
найдемъ: 


реке 
Ра 
Ва 
Я ] 
В, 
а 12) 
4 7й) 
2, 
=: 
И В 


Поэтому говорятъ просто о „двойномъ отношении четырехъ 
точекъ“, при чемъ берется одно изъ шести отношенйй. 

Зам чан!е. И въ математикЪ также представляется полез- 
нымъ для каждой замфчательной аналоГи, какъ только что полу- 
ченная, отыскать ея сокровенный смыслъ. Въ настоящемъ случаЪ 
его легко усмотрфть а рофепой въ томъ, что двойное отношене 
р = (Р, Р, Ру Р,) непосредственно переходитъ въ простое отношене 
^ = (Р, Р,Р.), когда точка Р. совпадаеть съ безконечно удален- 
ной точкой Р(о°). Именно, согласно равенству За): 


РР) РР) рр) 
мое * 

ПримЪчан!{е. Тождество В, + В, - ВБ; = 0 или 
(5 — хз) (м — хи) - (а —х,) о) Е им) —х)=0 
устанавливаетъ замфчательное соотношене между шестью разстоя- 
нями четырехъ точекъ другь отъ друга. По формулЪ 1), оно 


имфетъ видъ 


рр Шо =0 


(Р, Р, Р. Р(оо)) = 


и 
ку 
или, если (фиг. 9) вводить лишь положительные отрЪзки и поло) 
ЖИТЬ в = — РР, И Т. Д., о 
> © 
В В © 
и о Е 
—< -------- 9--------- ><----2------ ><---------- 4------------ > (© 
“У 


Фиг. 9. \ я 


: © 
Р.Р х РР =Р, Р,Х Р-Р, + Р, РРР, 
56 =. м 3) 
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Развф это не звучитъ въ точности такъ же, какъ извЪстная 
теорема Птолемея о вписанномъ четырехсторонник$, утверждаю- 
щая, что прямоугольникъ, построенный на даго- 


_ наляхъ, равенъ сумм прямоугольниковъ, постро- 
В р енныхъ на противоположныхъ сторонахъ? ЗдЪсь 
такие 
ВХ Р.Р, = Р.Р, и жРь 
| 


такь что наше предложене есть предБльный слу- 
Фиг. 10. чай теоремы Птолемея, если сдфлать радусъ 
окружности безконечно большимъ. 

Ссли двЪ изъ четырехъ точекъ совпадаютъ, то два двойныхъ 
отношеня равны - 1, два равны 0, два равны со. Если же совпа- 
даютъ три точки, то вс шесть двойныхъ отношенй будутъ не- 
опредфленными (такъ какъ тогда В, = В, = В. = 0). Особенное 
значене имфетъ тотъ случай, когда одно изъ двойныхъ отношенй, 
напримфръ, (Р, Р, Р. Р,) = -——1, такъ что (Р, Р, Р.) = —(Р,Р,Р,). 
Тогда четыре точки называются гармоническими (фиг. 11), 
при чемъ точки Р; и Р,, а также Р. и Р, суть „сопряженныя“ точки. 

Услов!е гармоническаго расположения точекъ можетъ быть 
также выражено пропоршей (фиг. 11): 


Фиг. 11. 


то „р 
А Р.Р. о в 5 
которая показываетъ, что отрфзокъ Р, Р, долженъ быть в. 


одной точкой (Р.) внутреннимъ образомъ въ тоже от- 
ношени, въ какомъ другой точкой (Р,) онъ длится кн Ъ ШнНиИМЪ 


образомъ. © 
Задача. Кьъ тремъ точкамъ Р., Р., Р. построить четвертую 
гармоническую точку Р.. © 


Ршен1е (фиг. 11). Задача имъет’три отв$та; должно 
быть дополнительно указано, кая двъ ИЗ. трехъ точекъ сопря- 
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жены одна съ другой. Пусть этими точками будутъ Р; и Р.. Про- 
ведемъ черезъ точки Р; и Р, какя либо двЪ взаимно параллельныя 
прямыя и черезъ точку Р. — третью прямую, пересфкающую ихъ 
въ точкахъ 4 и С; продолжимъ отрфзокъ СР, въ сторону точки 
Р, на его-же длину до точки В; тогда прямая МВ встрЪфтитъ 
данную прямую въ четвертой ‘гармонической точкф Р.. Аналити- 
чески задача можетъ быть разрфшена, если отнести точки Р,, Р,, Р. 
къ произвольной точкЪ, какъ къ началу, и за!Бмъ опредЪлить не- 


извфстную абсциссу х, четвертой точки изъ уравнен!я 


(25 — х, — %з) (х и 
—- 2 
(х, — х, — хз) (м, —х,) | | 
_ Теорема. Если (Р, Р.Р, Р,) = (Р.Р, Р, Ру) и никаюя . двЪ 
точки не совпадаютъ, то четыре точки расположены гармонически. 
Доказательство. Согласно равенствамъ 12), постоянно 
1 


Р.Р, РР) = 
в ал. 


такъ что въ нашемъ случаЪ 


] 
т, = 


(Р.Р, 2. я 

Иа В = 1; 
такимъ образомъ, либо 

(РР. В.Р,) = 1, 
либо | 

(Р, ож) =. 


Первый случай исключается, такъ какъ онъ можетъ встрЪ- 


титься лишь тогда, когда точка Р. совпадаетъ съ точкой Р., или. 
. - У 
точка Р, — съ точкой Р.; итакъ, остается принять, что ._ 


(РВ 2) — 4, 5 


т.е. точки расположены гармонически, что и требовалось. доказать 


Изъ равенства © 


(и — ых) =— 0—0, 3%, 


и 
обуславливающаго гармоническое расположене точекъ, могуть быть 


выведены еще слБдующИя важныя слфдствя.. АСУ. 
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1. За начало примемъ точку Р, (фиг. 12); тогда 


2: Рз Ь, 2, д. = 0 
—=—— 
Е ----—- рул >е===5ее > 
2. БОИ х,---> и упомянутое равенство приведется къ. 
5 х 
виду: 
Фиг. 12 р 
| х) (хх, =-= Е. 
откуда: 
ее. 1 111 1 
х. = — Е ‚и о 
м т 25 № ми > 


Прим чан!е. Это число х, называется среднимъ гар- 
моническимь чисель х, и ху (если х. = х, а == 
СлЪфдуетъ различать: 


хх 
1. среднее ариеметическое = `* ре * (имфетъ наибольшую величину), 


2. среднее геометрическое = Уж, 


2% 

3. соеднее гармоническое = —*``* (имфетъ наименьшую величину). 

хз Ех, 
В м в В Р 2. За начало выберемъ середину’ 
<--25-- ><----—-- в------ > М отрфзка РР иг. 13). Тогда 
и <--х›-> + р р в (Ф ) ОГ, 
«г? х =-х., и услое  гармоническаго“ 

Фиг. 13 расположения принимаетъ видъ: 


— (ж + хз) (х, — ха) = Е (>, — м3) (ху, 

9 — жа х, хх, | Хм =, — мох Е №, Е М.Х. 
и, наконецъ, 

Хх” = хзх.; ^. = Ух ‚ил 13) 

Итакъ, половина отрЪ$зка между двумя сопря-- 
женными точками есть среднее геометрическое раз- 
стоян1|й середины этого отр5Ъзка отъ двухъ др 
гихь сопряженныхъ точекъ. «7 

Такъ какъ произведене х.х, (равное х,”) есть положитТель- 
ное число, то заключаемъ, сверхъ того, что точки Р, и. р олжны» 
лежать по одну и ту же сторону отъ точки М. < 


<® 


ИзслЪдоваше свойствъ простого отношенй 5 ыло на стр. 13: 

заключено примфчанемъ, что величина А) я ОЗмьнистей при нЪ- 
: , о 

ломъ линейномъ преобразовани 2с) ‘стр. 8} Это же свойство при- 
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‘надлежитъ и двойному отношенйо /), ибо оно есть частное двухъ 
простыхъь отношенй. Но относительно Г) упомянутая теорема мо- 
жетъ быть значительно обобщена. Именно: 

Величина двойного отношеня не измфняется при любомъ 
дробномъ линейномъ преобразовании: 

а- рх 
= м Чх’ 14) 
гда, $, с, @ суть кая либо четыре данныя числа (а— первый 
коэффищентъ, р— второй, с —третй, 4 — четвертый). 

Это нужно понимать такъ: Если въ равенство 14) вмЪсто х 
послЪдовательно подставить значеня х,, х., х., х, и соотвфтствую- 
ия значеня & обозначить черезъ &,, &,, &,, &,, то всегда 

(= ВВЯВ: з)( з) (5—3) _ (хх, —) 2% —^, | 
а бы (х, — хз) (м — 4) 
Доказательство. ИмЪемъ: 


2 бо 

ВЕ, бя 

_ @ + 4х,) (а 6х,) — (с р ах,) (а р) 
Зах, ) Рам 


откуда, послЪ раскрыт я скобокъ и приведеня подобныхъ членовъ 


.Г\Х 


Е 


15) 


въ числителЪ, 


_ @,—х,) (9 — аа). 


и. т (с 4х, (+ т 
Такимъ же образомъ найдемъ выражен!я для разностей &, —& 


зо 4} 
=, —Е, &-—Ё,; если подставимъ ихъ въ лЬвую часть равенства 


22 
15), то четыре множителя 


сах, сах,» сах, с + ах, 


въ числителЪ сократятся съ такими же множителями въ О 


# 
.ГУХ 


©: 


Ча» 


‚5 У 
телЪ. Точно также дважды сократится множитель [с— а4. _ Оконча- 
тельно въ числителЪ останутся множители х, —Х. и х, 9 а въ 
‹знаменателЪ — множители х, —х. их, —х, такъ ‚ее 
15) дЪйствительно имфетъ м$сто. 

Очевидно, въ равенствЪ 14) играютъ роль. ‚нестолько значен!я 
самихь четырехъ коэффищентовъ, сколько отношеня ихъ. Въ самомъ 
ДЪЛЬ, если, напримЪръ. всБ коэффищенты. удвоить, то’ въ правой 


И НННЕ 
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части равенства 14) лишь числитель и знаменатель умножатся на 2. 
На этомъ основани можно также одинъ изъ коэффищентовъ (если 
только случайно онъ не равенъ 0) положить равнымъ 1, наприм5ръ,. 
с =1, при чемъ числитель ‘и знаменатель слфдуетъ умножить 


1 
на. При 4=0 правая ‘часть равенства 14), если въ ней еще- 


положить с = 1, переходитъ въ цфлую функщю 2с) стр. 8-ой. 

Для того, чтобы = дЪфйиствительно зависфло отъ х, нужно,,. 
чтобы коэффишенты не были связаны пропорщей а: =с: 4. или 
равенствомъ р — а4=0, такъ какъ формула 14) можетъ быть на-- 
писана и такъ: 


р р 
ре 

„ ки и. | р, аа— 1 

О К ая к: © Ц с 
Такимъ образомъ, если [с — а4 =0, то = сводится къ постоянной’ 
‚т @ е 
7=`.’ исключая значеше х = — ‚„=—‚› для котораго, на- 

с 


оборотъ, функшя & принимаетъ видъ о - 


дЪфленной. Величина 


А=фше— аа 


играетъь поэтому чрезвычайно важную роль; ее называютъ опр.е- 
д5лителемъ (модулемъ) преобразования. 


Линейныя. функщи обладаютъ, между прочимъ, слБдующими: 


свойствами. 
Первое свойство. Если $ есть линейная функШя отъ х,. 
то и, обратно, х есть линейная функщя отъ =. ` 
< 
Вь самомъ дЪлЪ, изъ равенства е> 
и т д 
Е ей. 
с + ах АСУ 
< 


немедленно выводится — путемъ обращеня — равенствб> 
ВяГ: Е \У 
Ге 9 у 
к бя. ся № 
о: д КФ . 
: 525$ м 
‚ Прим чан{е. Легко видЪфть, что первый и послднйЙ . ко- 
эффишенты & и 4 при обращени остаютёя т же. ВмЪсто же: 


ар 
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коэффищентовъ В и с появляются соотвЪ$тственно —си — 6. По- 
этому, если р=— с, такъ что и с=—- В, или № с=0, то всъ 
четыре коэффищента обратной функщи совпадаютъ съ соотв$т- 
ствующими коэффишентами первоначальной функщи. Въ этомъ 
случаф функшю называютъ инволюц1онной (ср. $5 3). 


4—3; 4 — 38 ь 
Напр., ба даетъ ее &=-—х- 3 даетъ х= — 8-48. 


Второе свойство. Если у есть линейная функшя отъ х, 


х есть линейная функшя отъ у, то х есть также линейная функшя 


отъ х. Въ самомъ дфлЪ, если 


г а-- ву, 


се ах “ бу. 


то, подставляя, получимъ: 


‚а- дх` 
в. а (с | ах) В (&- рх) 
м _ сах — те ав (а 8). 
Е м 


окончательно: 
„(с + ра) + (4 - ВВ) х 
а) Г 22-5. х 
ОпредЪлитель новаго преобразован!я есть произведен!е опредфлите- 
лей первоначальныхъ преобразованй: 


(а4 Е ЗЬ) (дс ++ 8а) — (ас + За) (а + 86) = (с — аа) (31 — ад). 


Это второе‘ свойство выражаетъ также, что линейная функшя 
оть линейной функщши отъ х есть также линейная функшя отъ х. 
ВсБ линейныя функщи образуютъ (такъ сказать, замкнутую въ 
себЪ) группу такого рода, что путемъ сочетаня двухъ такихъ 
функшй снова получается функшя этой группы. Замфтимъ, что и 
тождественное преобразоване Ё = х принадлежитъ этой група, 


рх 


а 
ибо стоитъ лишь въ выражени Ри положить а=4=0 и =, 
уу 
чтобы получить названное преобразоване. 5 со 


© 
Въ частности, всф$ цфлыя линейныя функщи образуоть под- 


@й 
группу этой группы, ‘ибо изъ равенствъ __ 


И <--4щ А 


о 


вытекаетъ,. что и 
| м 


= 3 (а 6х) = (а за) 6х. 


< 
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Третье свойство. Въ качествЪ третьяго свойства упо- 
мянемъ еще разъ о зависимости между равенствомъ 15) стр. 21 и 
двойнымъ отношенемъ; это свойство можетъ быть обращено: 

Если функшя 5 = /(х) имъеть свойство, что каковы бы ни 
были значеня х., х,, х., Хх, имъ отвфчаютъ такКя значеня 3, $.. 

Е» что выполняется равенство 15), то функшя Ё(х) есть ли- 
нейная функщя типа 14). 

Въ самомъ дфлЪ, если въ равенствЪ 15) принять х,, х,, х., 
слЪдовательно, и Е, &, Е, за постоянныя, а х, и Ё,-— за пере- 
мЬнныя, обозначивъь послфдня величины просто черезъ хи &, то 
изъ равенствъ 15) вытекаетъ, что н$фкоторая линейная функщя отъ 
Е совпадаетъ съ функщей такого же типа отъ х. На основани 
перваго и второго свойствъ, перемфнная = и сама является линей- 
ной функщей отъ х. 

Четвертое свойство. Если = есть линейная функшя 
отъ х, то & постоянно возрастаетъ съ возрасташемъ х, если /\ есть 
положительное число, или постоянно убываетъ съ возрасташемъ х, 
если /\ есть отрицательное число. ДЪйствительно, если мы прелд- 
ставимъ выраженйе для <, какъ на стр. 22, въ видЪ 


32%. В = МА. А, 

а-я 
то сможемъ отсюда усмотр$ть, что во второй дроби знаменатель 
убываетъь съ возрастамемъ х*). Такимъ образомъ, перемнная $ 


возрастаеть или убываетъ въ зависимости отъ того, имфетъ ли 
опредфлитель /\ положительный или отрицательный знакъ. 


5% 


ь в в 
Только если х = ЕВ -- «®, при чемъ & либо дфлаетъ 
скачокъ отъ — 0 кь - ос, либо отъ - сс къ — 0 (при разсмот- 
рьни простого отношеня ) былъ уже приведенъ аналогичный 
примЪръ). к, 
Задачи. 559 
1. Относительное положене пяти точекъ Р,, РВ ©. 


лежащихъ на одной прямой, опредФляется соблуииыи ‘зданзыи: 


Ао 
*) Отрицательная величина убываетъ въ алгебраическомъ смыслъ, 


если ея абсолютное значене возрастаетъ. Напримръ, — 1000 < — 100. 
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РР, =-{6, Р.Р, =— 41 ВР =. Р.В, =-=8. Тре 
буется найти абсциссы этихъ пяти точекъ, если за начало посл$- 
довательно принимать точку Р,, точку Р., ит. д. 

2. При точныхъ взвЪфшиваняхъ не жлутъ, пока стр$лка оста- 
новится, но отмфчаютъ по скал дленя, отв5чаюц!я нЪсколькимъ 
послЪдовательнымъ колебанямъ. Допустимъ, что сдфланы четыре 
отмфтки 15,8, — 3,2, 14,7, —1,7; каково положене равно- 
вБся, если оно опредЪляется формулой: 


ож, - 3х Е Зж.- х,5 

а Ра 
{х — абсцисса положен я равнов$4я, х,, х,, х., х, — абсциссы от- 
мЬченныхъ дфленй). 

3. Даны четыре точки Р, (+2), Р. (+5), Р. (— 8), Р. (+9). 
Вычислить шесть ихъ двойныхъ отношений. 

4. Даны точки Р.(-+2), Р,(- 5), Р.(— 8). Требуется найти 
абсциссы х,”, х.', хз’ четвертыхъ гармоническихъ точекъ Р.’, Р.’, Р.’, 
если точка Р.’ сопряжена съ точкой Р,, точка Р,’— съ точкой Р,, 
точка Р.’— съ точкой Р.. Затфмъ, требуется подобнымъ же обра- 
зомъ найти для точекъ Р.’, Р.„’, Р.’ три четвертыя гармоническ!я 
точки. Найденную путемъ этого вычисленя теорему предлагается 
доказать въ общемъ видф. 


$ 2. 


Пучекъ лучей. — Угловой коэффищентъ. — Двойное отноше- 
н!е четырехъ лучей. 


Принципъ двойственности или взаимности между точкой и 
прямой лин!ей столь важенъ и имфетъ столь многообразныя при- 
мБнен!я, что представляется умфстнымъ остановиться на немъ уже, \ 
теперь. Онъ заключается въ томъ, что въ очень многихъ теоре>/ 
махъ (ниже будетъ точно указано, въ какихъ именно) термины 
„точка“ и „прямая“ могутъ быть замфщены другъ другомь- "При- 
ведемъ примфры. у” 

Теорема. ДвЪ точки опредЪляють ем ли- 
ч1ю, именно, ту, которая ихъ соединяет, 

Взаимная теорема. ДвЪ прямыя опредфляютъ 


точку, именно, точку ихъ Перес учен г. (Если пря- 
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мыя параллельны, то точка ихъ пересЪфченя безконечно уда- 
лена) ®). 

Теорема. ‚На прямой лежитъ неограниченное 
множество ‘точекъ, совокупность которыхь назы- 
вается прямолинейнымъ рядомъ точекъ. Прямая назые- 
вается носителемъ ряда точекъ. | 

Взаимная теорема. Черезъ точку проходитъ 
неограниченное множество прямыхъ, совокупность 
которыхъ называется пучкомъ лучей. Точка называется 
центромъ пучка лучей. 

| Такимъ образомь, рядъ точекъ и пучекъ лучей противоста- 
вляются другъ другу и для проведения принципа взаимности необ- 
ходимо аналитическое изучен!е пучка лучей подобно тому, какъ въ 
$ 1 былъ съ аналитической точки зря изученъ рядъ точекъ. 

Каждая прохолящая черезъ центръ прямая вся цфликомъ на- 
зывается лучомъ пучка. Она распадается на два выходящихъ изъ. 
центра полулуча, ограниченныхъ каждый съ одной стороны в 
имфющихъ противоположныя направлен!я; для всего же луча можно 
взять любое изъ этихъ направлен; оба направленя въ отношени 
него играютъ ту же роль, каждое изъ нихъ опредфляетъ напра- 
влен!е луча. 

Подобно тому, какъ представляется невозможнымъ опредф- 
дБлить абсолютное положене точекъ на прямой, невозможно 
также и опредЪлене 

солютнаго на- 
правлен!я. — Можно, 
такимъ образомъ, го- 
ворить лишь объ 


уклон5 двухъ на- 


Фиг. 14а. 


.] у 
правлешй, объ углЪ, Фиг. 14Ь. «7 
образуемомъ ими. и _ 
При этомъ обыкновенно разсматриваютъ вогнутый уголь вех! р 
(фиг. 14аи 145). Но одного указамя величины этого угла недо- 


статочно для опредфлен!я направлен!я /, отн носительно‘ваправлены Е 


и РР 5 \ я " : 
*) ЗдЪсь рЪчь идетъ объ образахъ, лежащи 3№ одной плоско- 
сти. Въ пространствЪ также имЗетъ мЪсто ‚взаимность, только тамъ 
отв$чаютъ ‘другъ другу плоскость и точках 
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необходимо присовокупить еще указане, въ какую‘ сторону 
нужно повернуть полулучъ [ на уголъ а, чтобы онъ совпалъ съ 
полулучемъ /, — въ сторону ли вращеня часовой стрфлки (14Ъ) 
или въ обратную сторону (14а), коротко говоря — слЪва направо 
или справа налЪво *). 


Изъ этихъ двухъ направленй вращеня одно считается поло- 
жительнымъ, а другое — отрицательнымъ. Самъ по себЪ этотъ вы- 
боръ и здЪсь совершенно произволенъ; но лишь только онъ про- 
изведенъ, необходимо придерживаться его строго. Въ большинств$. 
учебниковъ аналитической геометри за положительное при- 
нимается направлене вращеня, обратное направленю вращения. 
часовой стрЪфлки; мы сд$лаемъ то же и здБсь. ВмЪстЪ съ тЪмъ, 
уголъ получаетъ знакъ -- или — въ зависимости отъ того, обра- 
зованъ ли онъ вращенемъ, направлене котораго противоположно 
направлен!ю вращен!я часовой’ стрфлки, или наоборотъ Въ силу 
этого, постоянно: 


< р И =. | ь. 


ДалЪе, для однозначнаго опредЪлен!я направленНя ‘одно напра- 
влен!е принимается за начальное — въ соотвфтстви съ выборомъ 
начала отсчета абсциссъ. Такимъ образомъ, получается уголъ на- 
правленг1я, т. е. уголъ, на который долженъ быть повернутъ 
полулучъ, имфвшИ!Й' начальное направлене, чтобы получить данное 
направлен!е. 


При измфрени угла тотчасъ проявляется отсутстве взаим- 
ности между точкой и прямой. ДЪйствительно, въ то время какъ 
а риой нЪтъ единицы ‘длины, угловая единица существуетъ, именно, 
„полный“ (заполняющйй, покрывающиЙ плоскость) уголъ, либо его по- 
ловина, либо его четверть — прямой уголь = 1А. Уже въ древности, 


р «5 

' *Ж) Въ основами этого указанмя направленя вращеня лежитъ ‚ мол- 
чаливо 'подразумВваемое услове относительно того, съ ка КоЙС! сет о- 
роны плоскости должно быть разсматриваемо вращене. Вели чи- 
татель перевернетъ страницу и помЪститъ ее противъ свЪта“ такъ. что- 
бы просвЪчивали фигуры 14а и 14Ъ, то онъ тотчасъ жи: ЗАМ: титъь измЪ- 
неше направленй обоихъ ‚вращенй. Что стрЗлка нац Щи в” часовъ дви- 
жется слЪва направо, имфетъ своимъ основанемъ, ‚ очеви но, тотъ фактъ, 
что солнце на сЪверномъ полушарии. земли, гдВ зародилась человЪческая 
культура, движется по небу именно въ этомъ направлении. 
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„полный“ уголь дфлили на 360°, градусъ — на 60’, минуту — на 


60”; этого дБлен!я придерживаемся и мы не смотря на то, что оно 


довольно неудобно, такъ какъ въ прочихъ случаяхъ нами строго 
проведена десятичная система”). Однако, какъ извЪстно, часто — 
особенно въ дифференщшальномъ и интегральномъ исчислешяхъ — 
предпочитаютъ круговое изм5рене угла, при которомъ уголъ въ 


== 


360° выражается числомъ 2х, уголъ въ 19 — числомъ ‚ уголъ 


180 


ата 


въ 1’ выражается числомъ т бит. д При этомъ за единицу 


принимается тотъ уголъ, дуга котораго равна рад1усу; въ градус- 
номъ измфрени онъ равенъ 57° 17,747”. 

Въ аналитической геометр!и употребительны оба измфреня — 
круговое и градусное; уголъ, содержаций 90%, обозначаютъ черезъ 


`_› уголъ, содержаций 30°, — черезъ - ит. д 


Если мы ограничимся вогнутыми углами, то полулучъ нужно 


повернуть какъ въ положительную, такъ и въ отрицательную 
сторону на 180°, чтобы привести его въ прямо противополож- 
ное направлене. Это отвфчаетъ въ географии обычному отсчи- 
тыван!ю долготы на востокъ и на западъ до 180°9. УдобнЪе, 
однако, исходя изъ начальнаго направленя, производить вращене 
только въ положительную сторону отъ 0% до 3609, какъ дЪлаютъ 
астрономы при отсчитывани прямыхъ восхожденй. Но еще лучше 
не дфлать вообще никакихъ ограничейй и относить одному и 
тому же направлен1ю неограниченное множество 
угловъ направлен!я. Если тогда ф есть одинъ изъ этихъ 
угловъ направлен!я (отнесенный къ данному начальному направле- 
ый. то, очевидно, углы ф 2х, ф + 41, вообще ф- 2х (гдЪ 
суть углы направленя того же полулучаь_ 
что и $, равно какъ и углы — (2% —ф)=ф— 21, рыть 
обше ф —2^=. Поэтому вс углы направленя, опредфляюще `Убдно 

и то же направлене, содержатся въ формул ф-Е2= (0,1 т 


/— 


ты 
*) Во время французской револющи во в р»шено дЪ- 
лить прямой уголъ на 100°, градусъ на 100’ и т. д. Такого опредЪленя 
градусовъ, минутъ и секундъ придерживается, напримЪръ, Лапласъ 
(Еар!асе), въ своей «Мёсатаие с@е${е». Но эта оО недене, къ сожалЪ- 
н1ю, оказалось непрочнымъ. 
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При переходЪ отъ даннаго направлен!я къ противоположному... 
очевидно, нужно лишь прибавить (или отнять) < (или вообще ка- 
кое-либо нечетное кратное »*). Такимъ образомъ, для луча, т. е. 
для проходящей черезъ точку 5 прямой лини, всЪ углы направле- 
ня, независимо отъ того, къ какому изъ двухъ направленй луча 
они относятся, содержатся въ формулЪ ф + Ая (1=0, 1, 2, 3...). 


Если разсматривать не самый уголъ 
направленя, но его тригонометрическя 
функщши, то многозначность угла для од- 
ного и того же направлен1я не играетъ 
ужъ никакой роли, такъ какъ 


5 ю | 
| со | Фиг. 15. 


Прим чан!е: Указане только одной изъ этихъ функшй 
всегда влечетъ за собой двузначность, которая устраняется указа- 


немъ квадранта или знака другой тригонометрической функщи. 


1 
Если, напримфръ, извЪстно, что $ш ф = м то либо ф == 180° -- 


- 30° = 210% либо ф = 360% — 30° = 3309. Выборъ одного изъ 
этихъ угловъ можетъ быть произведенъ, напримЪфръ, путемъ ука- 
зан1я знака числа со$ф. Если с0о$ф иметь положительное значене 


= 
= у») то ф = 3309, если же созф имфетъ отрицательное 


в 
значене (= = то: ф* == 2107. 
у 


ы о . =. С 
Въ аналитической геометри функщи № ф отдается предпоче` 
теме передъ другими тригонометрическими функшЯями, именно; ро 


слБдующимъ основанмямъ: хотя одному и тому же НО Нч 
у ] © 

но функши © ф ( напримЪръ, Еф = | отв чаютьлва раз- 
й 3/ У 


у’ 
личныя направлен!я (въ нашемъ примЪрЪ\ ф = 90% и 
мм 
р = 1809 -- 30° = 210%), но прямо профивоположныя, 
и. Е 
такъ какъ @ (ф т) = рф. Поэтому значемемь функщи @ф од- 
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нозначно опредЪляется тотъ лучъ, на которомъ лежатъ оба эти 
направлен!я (хотя и не опредфляется само направлен!е). Такимъ об- 
разомъ, {еф связанъ просто съ направленмемъ прямой; такъ какъ, 
сверхъ того, ©ф = 0 для у = От. е. для начальнаго направленйя, 
то охотнфе берутъ тангенсъ, чБмъ .котангенсъ. 

Тангенсъ угла направленя называется коэффиц1ентомъ 
направлен!я, угловымъ коэффиц1ентомъ или посто- 
янной направлен1я. Впредь мы будемъ его обозначать черезъ 
т, такъ что и =®© рф. Въ силу сдфланнаго выше прим$чаня, т 
остается неизмБннымъ, если направлене замфщается обратнымъ ему; 
11 опредфляетъ также направлене прямой, при чемъ не прини- 
мается во вниман!е ея дклеше на два направленныхь въ противо- 
положныя стороны полулуча. 

Для прямой, на которой лежитъ начальное направлене, 11 = 0; 
для перпендикулярной къ ней прямой 1и = - 0; если прямая про- 
холитъ черезъ первый и третйй квадранты, т есть положительное 
число, если же прямая проходитъ черезъ второй и четвертый ква- 
дранты, то и есть отрицательное число. Абсолютная величина 2 
отв$чаетъ уклону дороги или желЪзнодорожнаго пути. Если, на- 
прим5ръ, говорятъ, что уклонъ равенъ 1:10, то это значитъ, что 
уголъ отклонения отъ горизонтальнаго направлен1я опредЪляется ра- 


венствомъ 1 = Юф = откуда ф = 50 43’. Въ этомъ смыслЪ 


10 
можно № назвать также уклономъ относительно начальнаго напра- 


влен!я. Такъ какъ угловой коэффищентъ опред$ляется прямой ли- 
ней однозначно и, обратно, каждому значеню 1 отв$чаетъ лишь 
одна прямая, то мы здфсь имфемь однозначное аналитическое 
представлен!е прямыхъ пучка лучей. 

Ч$мъ для точки н5ъЪкотораго ряда точекъ слу- 
житъ ея абсцисса х, тЪмъ для прямой даннаго пучка. 
лучей является ея постоянная направлен!я 11. ‚67 

Единственное различе состоитъ въ томъ, что аб исСа Е. 
данной точки опредфляется непосредственно, между те” какъ и 
можетъ быть’ найдено лишь по углу ф при помощи равенства 


ме — ЮО: м 1) 


Задача. Даны ‘два направления ‘съ уг), направленя уф, и 
ф.›; требуется найти уголъ с между ними (ВЫ смыслЪ . величины вра- 
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чценя отъ / къ [,). Изъ фигуры 16 непосредственно усматри- 
ваемъ, что 


==. 2) 


Эта формула имЪетъ мЪсто во всЪхъ 
случаяхъ (ср. замБчане къ формулЪ 1) въ 
$ 1 на стр. 7 объ однозначности формулъ). 
Если угодно, можно выразить многозначность 
угловъ ф,, $5, 5 слБдующей обобщенной 
формулой: 


Фиг. 16. 


й = 9% — 2 Вт 2а) 


Въ соотвЪтстви съ относительной абсциссой $ 1, уголъ 5 
называютъ также относительнымъ угломъ направлентя, 
а тангенсъ его — относительнымъ угловымъ коэффи- 
ж1ентомъ. Если положить Юф, = и, Юф, = т,, то, согласно 
равенству 2), 
фа | _ т — М 
1 -- оо оф, ел = 7 И 


Если, въ частности, эти направлен!я взаимно перпендикулярны, 


125 — 2 (2. —9,) = 3) 


то +=? долженъ равняться со, такъ что 1 пт, =0. И наобо- 
ротъ, если 1 м, 7, =0, то 43 = о. Итакъ: 
Услов!е перпендикулярности двухъ прямыхъ съ угловыми ко- 
эффишентами т, и т, выражается равенствомъ 
1 
т, 1. = ==]; № = АА За) 
т: 
Такимъ образомъ, одинъ изъ угловыхъ коэффищентовъ. ра- 
веньъ обратной величин другого съ обратнымъ 
2 | 3 
знакомъ, напримЪфръ, если т; = — „› то т, = о. 
3 Г 2 ! 
Формула 3) служитъ также для перехода отъ даннаго началу 
наго направленя къ какому-либо другому. Пусть этимъ нову 
начальнымъ направленемъ будетъ направлене ‚ полулуча 1 с Вмфсто 


и. мы будемъ писать просто @ для того, чтобы показать Р>’что ИН 


Е 
теперь не подлежитъ измфненю. Далфе, вмфсто 2, Змея Ш 
для того, чтобы отмЪтить произвольность направлена Тогда. 120 
будеть новымъ угловымъ коэффищентомъ ;‚ обозйац имъ его черезъ 


Формула 3) даетъ: ной СУ 


7% 


32 $ 2. ПУЧЕКЪ ЛУЧЕЙ. УГЛОВОЙ КОЭФФИЩЕНТЪ. ДВОЙНОЕ ОТНОШЕНИЕ. 


т— а а 
А ит = те 
1 + та | Зы а. 


Эта формула преобразован!я отвфчаетъ формулЪ 2) въ $ 1 (стр. 8). 


Если, напримфръ, а = 0, то и = т, какъь оно и должно быть, 


4) 


ибо въ этомъ случаЪ новое начальное направлене совпадаетъ со. 
старымъ (или прямо противоположно ему). Если новое начальное 
направлене перпендикулярно къ старому, то 4 = © и 


7 та | т Г 1 
и — И | — № - 
|] + жа 1 т 
- Я 09 ит 
а ри" 
Еслн а = + |, т. е. новое начальное направлене образуетъ. 
со старымъ уголъ въ 45° или въ 2259, то 
м. 
= —- т. Е 


т — БИ 
Если же вмЪстЪ съ начальнымъ направленемъ измфняется и 
положительное направлен!е вращен!я, то въ формулЪ 4) нужно. 


подставить — и вмФсто и, такъ что 
1—4 В А 
= о) И = 4а) 
| + та ] НЫ ва. 


Какъ показываетъ формула 4) или 4а), новый угловой коэф- 
фищентъ и есть дробная линейная функщя стараго коэффишента 
т, въ смыслЪ $ 1. Примнене доказанной тамъ теоремы объ ин- 
вар!антности къ указанному выше случаю приводитъ къ сл$дую- 
щему утвержден!ю: 

Если т, ть, т., т, суть четыре постоянныхъ направлен1я 
для четырехъ лучей пучка, то выражен!е 

_ (т, —т,) (т — т.) 

— бт — №) (и —ж) АС, 
равно какъ и каждое изъ пяти другихъ выражений, получакциихся 
изъ него путемъ перестановокъ ($ 1, стр. 16). соверш ен во не за- 
виситъ отъ выбора начальнаго направлен!я и обуславливается” только 
взаимнымъ расположенемъ четырехъ лучей. Его называютъ двой- 
нымъ отношен1емъ этихъ четырехъ. нЕ которое 
вполнЪ аналогично двойному отношению чер ехъ точекъ и по- 
этому будетъ обозначаться аналогичнымъ символом: 
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ЮО) = (1, бы ар 5а) 
Упомянемь о зависимостяхъ 12) $ 1-го (стр. 17) между шестью 
двойными отношен!ями, которыя, естественно, имфютъ мЪсто здЪсь, 
какъ и тамъ. ДалЪе, упомянемъ еще разъ о томъ, что лучомъ 
здфсь называется вся прямая, проходящая черезъ центръ; его 
нельзя смфшивать съ полулучомь. 
На каждомъ изъ четырехъ 
лучей возьмемъ (фиг. 17) любое 
изъ двухъ противоположныхъ его 
направлен]й и обозначимъ четыре 
угла направления черезъ ф., ф., 
фз, Ф;; Тогда, прежде всего, 
11, =ЧФ4., 1 =, 
т. = Юр... т, = у; 


вм$стЪ съ тЬмъ 
зу, _ фз _ _ 11 (Ф1 — 4.) 
с0$ф: с0$ф: с0$ф, с0$ ф. 


т, — т, = ©ф, — Юф. = 


Вычисливъ аналогично разности т, — т., т — т, т —ШЩ., 
подставимъ ихъ въ формулу 5); если сократить числителя и зна- 
менателя на произведене созф, : со$ф. - созф. - и то получимъ: 

__ э1 (9; — $3) - 91 (9. — 9.) _ зш> т А $ К 55) 

— п (д — 93). 304 — 9) ВБ. т АД. 

Итакъ, двойное отношене четырехъ лучей составляется изъ 
синусовъ образованныхъ ими угловъ совершенно такъ же, какъ 
двойное отношене четырехъ точекъ составляется изъ разстоянй 
между ними (въ силу чего двойное отношене четырехъ лучей на- 
зывается также отношенемъ синусовт). 


Въ связи съ этимъ, выражене & 
<” 
6-5 1.1 | . © 
Вы А с 
__ 


слфдовало бы назвать простымъ отношенемъ лучей Д, [., 1 -Нужно 
замЪтить, однако, что это поняте не вполнЪ отв чаетть простому 
отношен!ю трехъ точекъ. Для простыхъ отношен]й аналойя является 
неполной потому, что въ пучкЪ лучей отсутствует «безконечно 
удаленный лучъ», который долженъ былъ бы отв ВВ Чать безконечно 
удаленной точкЪ. Такъ, напримфръ, между шествю простыми отно- 


3 
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шенями, которыя могутъь быть получены путемъ перестановокъ 
трехъ лучей, вовсе не имфютъ м$сто зависимости, столь основа- 
тельно изученныя въ $ 1 (стр. 11). Вообще для трехъ лучей пучка 
не существуетъ ничего, что могло-бы замфнить простое отношене 
трехъ точекъ ряда; мы здфсь снова сталкиваемся съ отсутстйемъ 
взаимности между точкой и прямой, которая можетъ быть возста- 
новлена лишь съ переходомъ къ двойному отношеню. 


Впрочемъ, дробь ке ее 


чих 

легко можеть быть выражена съ помощью отношеня длинъ. 
Съ этою цфлью возьмемъ на лучЪ [, какую-нибудь точку Р на раз- 
стоянНи г отъ центра 5 (фиг. 18) и опустимъ изъ нея два перпен- 
дикуляра на прямыя [| и 4, абсолютныя величины которыхъ обозна- 
Ее чимъ черезъ А, и А,. Если при этомъ лучъ /. 

р лежитъ въ вогнутомъ угл между прямыми 

| [ и /, или въ вертикальномъ съ нимъ углЪ, 


А, Ш. ША = т г. Ш э- (5а 
не о. 
такъ что 


Фиг. 18. Е Е. 


Если же, наоборотъ, лучъ [, лежитъ въ двухъ смежныхъ 
углахъ, то 
к А, 
и = ыы Е 
А 
Отсюда вытекаеть слфдлующая интерпретащя двойного от- 
ношеня четырехъ лучей, не завися- 
щая отъ тригонометрическихъ функшй. 
Возьмемъ на лучахъ у и /\ (фиг. 8 
какя-нибудь двЪ точки Ри ©, опу- 
СТИМЪ ИЗЪ НИХЪ ен, ` пер- 
пендикуляры А., А, и абы пря- 
мыя |, [5; тогда двойноесотношен!е 


СЯ 
А, \У 
? ©) 
О 
А, 5Ы5А, 
м 


вене 
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при чемъ берется положительный или отрицательный знакъ въ за- 
висимости отъ того, раздфлены ли лучи [) и [, лучами [и [,, или 
нфть (говорятъ, что лучи [; и [, раздЪлены лучами Ди 4, если 
никакимъ вращенемъ лучъ /, не можеть быть приведенъ къ совпа-, 
деню съ лучомъ [, безъ того, чтобы не пройти, по меньшей 
мЪрЪ, черезъь одну изъ прямыхь /, [,). Такимъ образомъ, для 
фигуры 19 /) есть положительное число. 

Опред$ лен{е. Четыре луча называются гармоническими, 
если ихъ двойное отношене (или одно изъ двойныхь отношенй) 
равно — 1. Если (Л, /,, /., [\) = — 1, то лучи 1 и [1,, равно какъ 
и лучи ; и [,, суть гармонически сопряженные. (См. $1, стр. 18, 
опредфлен!е гармоническихъ точекъ). 

Если мы выберемъ начальное направлеше на одномъ изъ че-. 
тырехъ лучей, напримЪфръ, на лучЪ /, то и, =0 и (ср. $ 1, стр. 20) 


1 ] 
аа 
] 3 Па 
| м 98 о 
Если, въ частности, лучи Д и 1, взаимно перпендикулярны, 
то — 0 такъ что т. = — 1,; итакъ, если двф прямыя одной 
р г 


пары ‘взаимно перпендикулярны, то онф дЪфлятъ пополамъ углы- 
между другими двумя прямыми. Или же: ДвЪ прямыя и 0обЪ ихъ 
биссектрисы образуютъ гармоническй пучокъ. 

Если же начальное направлен!е выбрать на одной изъ биссек- 
трисъ двухъ сопряженныхъ другъ съ другомъ лучей, то (ср. ра- 
венство 13) 5 1, стр. 20) 

т. == 


Каждая точка плоскости можеть быть принята за центръ ху 
пучка лучей. Ради простоты во всфхь этихъ пучкахъ за на- —. 
чальное принимается одно и то же направлен!е, такъ _@то 
всЪ параллельныя прямыя имфютъ одинъ и тотъ жеу хо) ой 
коэффицентъ 7. < 


Задачи. м 


‚ Одна изъ вершинъ правильнаго пятиугодьвика соединена 
прямыми съ четырьмя другими вершинами. Требуется найти значе- 
я шести двойныхъ отношенй этихъ четырехъ прямыхъ. 
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2. Уголъ въ 75% раздфленъ прямою на два угла въ 459 и въ 
309. Какой уголъ образуетъ съ этой прямой сопряженный съ нею 
четвертый гармоническй лучъ (и каке углы этотъ лучъ образуетъ 
съ двумя сторонами)? 

3. Каковъ долженъ быть уголь ф=-> 1 4, если двойное отно- 


1 
шене (Л, /,, А) = — -5 И прямыя [., [| дълятъ уголъ ф на три 
Равны части, так что 344 = це В = т 


4. Два угла ях и 3 приложены одинъ къ другому вершинами 
такъ, что они имфютъ общую биссектрису. Требуется вычислить 
двойныя отношен1я сторонъ этихъ угловъ. 

5. На четырехъ проходящихъ черезъ точку 5 лучахъ /\, [,, [., /, 
взяты по произволу четыре точки Р,, Р,, Р., Р,; доказать, что 


дз ла 


$ 3. 


Перспективная и проективная зависимость. — Относитель- 
ное положене проективныхъ образовъ. — Инволющя. — Мни- 
мые элементы въ геометрии. 


1. ОнредЪлен!с. Пучекъ лучей и рядъ точекъ называются 

перспективно расположенными одинъ относительно другого, если 

\ а каждому лучу (Г) пучка отвфчаетъ та 

точка (Р) ряда, которая лежитъ на 
этомъ лучЪ (фиг. 20). 

2. ОпредЪ лен!е. Два ряда то- 

чекъ называются перспективными одинъ 

е 

относительно другого, если онй’опер- 

спективно расположены относительно 

одного и того же пучка лучей (фиг. 21а). 

Точки Ри О соотвт6Фвуютъ одна 


другой. м 
Прим5ча не очка А^ пересф- 
м 


ченя обоихъ рядовъ точекь играетъ 
‚р 


Фиг. 20. 


двойную роль въ томъ отношенми, чтб’ее можно причислять 


РН ИР О УЕ НАНА ЧЕ 
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какъ къ одному, такъ и къ другому ряду точекъ. Очевидно, эта 
точка соотвфтствуетъ „самой себЪ“. 


Фиг. 21Ь. 


Фиг. 21а. 


3. ОпредЪлен!е. Два пучка лучей называются перспек- 
тивными, если они перспективно расположены относительно одного 
и того же ряда точекъ (фиг. 21Ъ). И здьсь обшй лучъ 55, 
соотвфтствуетъ „самому себЪ“. 

Теорема 1. Если пучекъ лучей и рядъ точекъ 
расположены перспективно одинъ относительно 
другого, то двойное отношен!{е любыхъ четырехъ 
лучей равно двойному отношен1ю соотв тствую- 
щихъ имъ точекъ. 

Доказательство. Возьмемъ за на- 
чальное направлен1е для пучка лучей на- 
правленНне опущеннаго на прямую перпендику- 
ляра 5О=А, за начальную точку для ряда — 
точку О, и выберемъ положительное направлене 
такъ, чтобы абсцисса х возрастала одновремен- 
но съ 11. Тогда (фиг. 22) 

й =2А. Що Го =. 

Между перемфнными х и Ш существуетъ 
линейная зависимость (и притомъ чрезвычайно 
простая). Въ виду равенствъ 14) и 15) $ 1-го 
(стр. 21) и 9) $ 1-го (стр. 14) и равенства 5) 
$ 2-го (стр. 32), теорема доказана. 
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Приведенное доказательство носитъ чисто аналитичесюй ха- 
рактеръ. Въ этомъ доказательств мы пользуемся абсциссами и 
постоянными направлен!ями, а также зависимостями между двойнымъ 
отношен1емъ и линейнымъ преобразованемъ. Въ виду большой важ- 
ности теоремы, мы приведемъ также и слБдующее элементарное 
тригонометрически-геометрическое доказательство (фиг. 22а). 
| Согласно теоремф синусовъ, 


В 
[ 
р. — № си ЗАВ, 
т 9 
Зе 
РР а а 
и 
р Р, ы Р. $1П х! 3 
. $11 9 
ее Е у 
ь а УП 2 


Если мы подставимъ эти четыре вы- 


раженя въ формулу 

Фиг. 22а. (Ро в о ры 
ый Ру, Заре 
то Р.5, Р.5, эта, эт сократятся, и справа останется двойное 
отношене синусовъ 


) 


ЗИ, 2-2 ВИ 

И 25 В 
что равнымъ образомъ доказываетъ теорему. См. равенство 55), 
стр. 33. 

Прим 5 чан!е. Нужно обратить внимане на то, что разлище 
этихъ двухъ доказательствъ есть типическое. Первое требуетъ аналити- 
ческихъ подготовительныхъ соображевй; именно, нужно опредфлить 
абсциссу и угловой коэффищентъ и доказать, что двойное отн бене 
остается неизм$ннымъ при линейномъ преобразовании. Но’ <амо по 
себЪ оно очень просто. Второе же доказательство можеть быть 
проведено безъ подготовленй: не является ли оно потому лучшимъ? 

Если ограничиться только что разсмотрЪнно ойтебремой, то да! 
Однако, если вникнуть глубже, то за аналитически Ум методомъ до- 
казательства окажется значительное преимущество. Оно цфликомъ 
непосредственно переносится шшаН$ пана и на друме случаи, 
въ которыхъьъ остается неизм$нной аналитическая сторона (что ка- 
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сается формы и формулъ) и лишь м$няется геометричесюй смыслъ; 
между тБмъ геометрическй методъ долженъ будетъ опираться, 
быть можетъ, на совсфмъ друпя теоремы. 

СлЪдств{я изъ теоремы 1. 

Теорема 2. Если два ряда точекъ расположены 
перспективно, то двойныя отношен!я соотв тствен- 
ныхъ точекъ равны между собой, такъ какъ они равны 
двойному отношеню четырехъ соотвЪ$тственныхъ лучей пучка, 
перспективнаго въ отношени этихъ рядовъ. 

Теорема 3. Если два пучка лучей расположены 
перспективно, то двойныя отношен!я соотв $ тствен- 
ныхъ лучей равны между собой, такъ какъ они равны 
двойному отношеню четырехъ соотв$тственныхъ точекъ ряда, вь 
отношен!и котораго они перспективны. 

На этомъь сразу обнаруживается важное значене понят!я о 
двойномъ отношени. Какъ бы ни была съ помощью центральной 
перспективы изображена прямая аа на прямой 28 (фиг. 21а), двой- 
ное отношене остается неизмфннымъ. Отдфльные отрфзки измЪ- 
няются, даже простыя отношеня трехъ точекъ получаютъ друпя 
значен!я (исключая тотъ случай, когда центръ перспективы отодви- 
гается въ безконечность [параллельная перспектива]), но никакая 
перспектива не можетъ измфнить двойныхъ отношенй, они соста- 
вляютъ н6что постоянное при изм$нен!и положен1!я. 
Такимъ образомъ, въ частности, гармоническя точки и гармониче- 
ске лучи и посл перспективы остаются гармоническими. 

Теперь мы въ состоянии, соотвЪтственно сказанному, опредЪлить 
также двойное отношен!е четырехъ лучей, принадлежащихъ „пучку 
параллельныхъ лучей“, который разсматривается, какъ пучекъ съ 
безконечно удаленнымъ центромъ; мы полагаемъ это двойное от-,. 
ношен!е равнымъ двойному отношен!ю четырехъ точекъ, въ кото” 
рыхъ эти четыре луча пересЪфкаетъ какая-нибудь другая пр; Гая. 
Положен!е послфдней не играетъ роли, такъ какъ при параллел НОЙ 


и. 
перспектив не измфняются даже простыя отношенй „Г ёхъ то- 
и 


чекъ. хо 
Предположимъ, что пучекъ лучей расположенъ перспективно 
ь $2 
въ отношении н$котораго ряда точекъ. Если_мы-Ч6перь повернемъ, 
. .- 
скажемъ, пучекъ лучей вокругъ его центра, то перспективное 
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положене уничтожится, между тфмъ какъ равенство двойныхъ от- 
ношенНй будетъ прололжать существовать. Это приводитъ къ поня- 
тю, боле общему, чфмъь перспективность, именно къ по- 
нятю о проективности. Оно устанавливается съ помощью 
слЪдующаго опред$ления. 

Опред$лен!е. Два пучка лучей называются связанными 
проективно одинъ относительно другого, если каждому лучу одного 
пучка отнесенъ нЪкоторый лучъ другого пучка такъ, что соотвЪт- 
ствуюш!я двойныя отношен!я равны. Аналогично опредфляется про- 
ективность двухъ рядовъ точекъ, равно какь ряда точекъ и 
пучка лучей. 

Отсюда непосредственно вытекаетъ: Два образа, связанные про- 
ективно съ третьимъ, проективны также одинъ относительно другого. 

Затфмъ, на основани $ 1-го, можно высказать сл5дующее 
предложене. 

Аналитическимъ выражен!емъ наибол$е общей 
проективной зависимости является линейное пре- 
образованте. 

ДалЪе, два образа однимь и только однимъ способомъ 
могутъ быть связаны проективной зависимостью такъ, чтобы любымъ 
тремъ элементамъ (точкамъ или лучамъ) одного соотвЪфтствовали 
любые три элемента другого. 

Именно, если, приравнивая двойныя отношеня, оставимъ 
четвертые элементы перемфнными, то мы тотчасъ же получимъ ана- 
литическое выражен!е искомой зависимости. 

Наконецъ, перспективно расположенные образы, согласно 
вышесказанному, связаны также и проективно. Перспективное рас- 
положен!е есть частный случай проективной зависимости. 

Теорема. Проективные ряды точекъ распола., 
жены перспективно, если точка ихъ перес 5 ченя 
соотв $ тствуетъ „самой себЪ“; то же можно сказать” и о 
проективныхъ пучкахъ лучей, если лучъ, соединяющий РЕ соот- 
вътствуетъь „самому себЪ“. Ср. 2.и 3. опредфленя настр. 34 и35. 

Доказательство (для двухь рядовъ точекъ) (фиг. 23). 
сть Рьь р О, © О. бущуль проективные ряды точекъ. 
Общая имъ точка (точка пересЪченя, обозначенная черезъ Ри О’, 
должна соотвфтствовать самой себЪ. Соедийимъ прямыми дв дру- 


Е ео. —_—_———ы—=щ—— бы — ыы 
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Ня пары соотвЪфтственныхъ точекъ, напримфръ, точки Р, и О’, и 
равнымъ образомъ точки Р, и О., и примемъ точку 5 ихъ пере- 
сфченя за центръ пучка лучей, въ отношени котораго мы пер- 
спективно расположимъ 
оба ряда точекъ и 
т$мь  свяжемъ ихъ 
проективной зависимо- 
стью. Тогда, очевидно, 
тремъ точкамъ Р., РБ., 
Р. будутъ соотвЪфтство- 
вать три точки Оу, 
О,, Оз’. Но такъ какъ 
то же соотвЪтстве Фиг. 23. 

осуществляется и исхол- 

ной проективной зависимостью, то обф проективныя зависимости, 
какъь выше было точно выяснено, должны совпасть, чфмъ дока- 


зывается теорема. 


Поэтому, если два проективныхъ ряда точекъ нужно привести 
въ перспективное положене, то достаточно расположить ихъ такъ, 
чтобы дв соотвфтственныя точки, наприм$ръ, Р; и О, — совпали 
(при этомъ, однако, оба ряда точекъ не должны лежать на одной 
и той же прямой). Аналогично ведется доказательство для двухъ 
пучковъ лучей. 

Если же р$чь идеть о ряд точекь и о пучкБ лучей 
(фиг. 24), то выбираютъ какя либо три точки Р,, Р., Р, ряда и 
три соотв$тствую- 
щихъ имъ луча /, 
|, 5, и строятъ на 
отрфзкахь Р.Р, и 
Р,Р., какъ на хор- 
дахъ, дуги, вмБщаю- 
ш/я вписанные углы 
ан Е 
—= 9. Такъ какъ объ ея МУ 
эти дуги проходятъ с 
черезъ точку Р., то онф должны ие другой точкЪ 
5’; эту точку и принимаютъ за центръ пучка” лучей, перспективно 


—__иыи иди. 


42 $ 3. ПЕРСПЕКТИВНОСТЬ И ПРОЕКТИВНОСТЬ. ИНВОЛЮЩЯ. 


Дидди 
ОВ О 


расположеннаго относительно ряда точекъ Р, Р.Р., слЪдовательно. 
связаннаго съ нимъ проективно. Тогда этотьъ пучекъ лучей бу- 
детъ связанъ проективно и съ даннымъ пучкомъ 5. Но такъ какъ, 
по построеню, лучи /., Г,, Г. имфютъ такое же относительное 
расположене, какъ и лучи [., [,, [., то упомянутая проективная 
зависимость переходитъ въ тождество, т.е. пучекъ 5’ можетъ быть 
разсматриваемъ, какъ полученный путемъ вращеня и перенесен!я 
пучка 5, что и требовалось доказать. 

Такимъ образомъ, проективную зависимость всегда можно 
разсматривать, какъ разрозненное перпспективное соотвЪтств!е; на- 


‘фиг. 25. 


сколько важенъ этотъ фактъ самъ по себЪ, настолько неудобку 
устанавливаемыя имъ построен!я въ примБнен!яхъ: здЪсь снаналаы ры 
ходится перенести рядъ или пучекъ въ перспективное пой жене 
относительно другого ряда или пучка и повернуть его» затёмъ 
снова перенести его обратно и, наконецъ, вновь повернуть. 

Проще мы приходимъ къ цфли съ пом цыю слБдующей 
изящной теоремы. В 

Теорема. Для двухъ проективныхт рядовъ то- 
чекъ (пучковъ лучей) всегда можно—и при томъ 


2 м -_\ 
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безконечнымъ множествомъ способовъ — найти тре- 
т1й рядъ точекъ (пучекъ лучей), расположенный 
перспективно относительно ихъ обоихъ. 

Доказательство (для двухъ рядовъ точекъ, фиг. 25). 
Пусть будуть даны два проективныхъ ряда точекъ Р, Р, Р.... и 
О, О, О-.... Соединимъ точки Р, и О. и будемъ смотрЪть на эту 
прямую, какъ на основане третьяго ряда точекъ А, Л. К..., ко- 
торый долженъ быть расположенъ перспективно какъ относительно 
ряда Р, Р, Р...., такъ и относительно ряда О, О, О..... Тогда 
точка А, должна совпасть съ точкой Р., точка К, —съ О,, между 
тмъ какъ точка А. можетъ быть взята по произволу. Простоты 
ради мы выбираемъ ее на одной прямой съ точками Ру и О.. За- 
тЪмь продолжаемь прямыя Р.К. и Р.Ю. до пересфченя въ точ- 
кБ о и прямыя О.К и О.Ю. до пересфченя въ точкЪ 5,; при 
этомъ ряды точекъь Р, Р, Р. и К, К. К, оказываются располо- 
жечными перспективно (центръ 5), равно какъ и ряды точекъ 
О О, Оз и К, К, К. (центръ 5,). Задача рЪшена. 

Если теперь нужно для произвольной точки Р, найти соот- 
вЪтствующую точку (., то проводятъ лучъ ЭР., опредфляютъ 
этимъ точку А.. и соединяютъ точки А, и 5, прямой; тогда точка 
перес$ченя этой прямой съ прямой, служащей основаемъ ряда 
О, О, О., и будетъ точка О.. 

Аналогичны построеНМя для двухъ пучковъ лучей. Если же 
даны рядъ точекъ и пучекъ. лучей, то пересЪкаютъ лучи какой- 
либо прямой и разсматриваютъ, какъ и выше, два ряда точекъ. 

Прим $ чанте. Указанныя построен!я принадлежатъ къ числу 
такъ называемыхъь линейныхъ построенй, такъ какъ они тре- 
буютъ исключительно проведен!я прямыхъ черезъ данныя точки и 
опредфлення точекъ пересЪченя данныхъ прямыхь. Наобороть 
предшествующия построеня этого параграфа (фиг. 23 и 24) не 
будутъ линейными, такъ какъ операщШи перенесен/я и вращеня при 
черчен!и не могутъ быть выполнены безъ помощи циркузя. Ясно, 
что линейныя построенйя обыкновенно являются простфЙШими и наи- 
болЪфе практичными, какъ показываетъ и разсмотрфнный случай. 
| ДФйствительно, разыскивать здЪсь еще «боле простое по- 
строеше было бы, потеряннымъ трудомъ. \5У 


о. и. == -——-= 3 НИЕ ыы 
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Наложен!е проективныхъ образовъ. Единствен- 
ное предположене, которое до сихъ поръ мы молчаливо дФлали, 
заключалось въ томъ, что прямыя Р, Р. Ри О. О. О. не совпа- 
даютъ, ибо иначе, т. е. если бы эти прямыя совпадали, одинъ изъ 
рядовъ точекъ сначала долженъ былъ бы быть перспективно изо- 
браженъ на другой прямой съ помощью какого-нибудь пучка лучей. 
Это наложен!е двухъ проективныхъ рядовъ точекъ (или пучковъ 
лучей) приводитъ, однако, къ слЪдующимъ чрезвычайно важнымъ 
ссображен1ямъ. 

Прежде всего нужно зам$тить, что каждая точка прямой мо- 
жеть быть при этомъ разсматриваема и какъ точка перваго ряда, 

и какъ точка второго. Пусть Р будетъ 


0 

ВИ © точкой перваго ряда, а О — отв$чаю- 
Е — 

|: щей ей точкой второго ряда. Абсциссы 
————_—_д_щц * 

т" ихЪъ, отнесенныя къ одной и той же 

Фиг. 26. начальной точкЪ О, обозначимъ черезъь 


хих. 
И въ этомъ случа проективная зависимость аналитически вы- 
ражается линейнымъ равенствомъ 


ч 2 6) 


Точка О(х) вообще отлична отъ точки Р(х); но можетъ 
все же случиться, что об точки совпадаютъ, такъ что точка со- 
отвЪтствуетъ „самой себЪ“. Такихъ точекъ, однако, можетъ быть 
не боле двухъ, такъ какъ совпаден!е трехъ паръ соотв тственныхъ 
точекъ уже требуетъ полнаго тождества обоихъ рядовъ, при ко- 
торомь каждая точка соотв$тствуетъ самой себЪ. 

Для того чтобы — при отсутстви этого тождества — найти 
совпадающ{я точки, положимъ въ равенствф 6) х'’=х. ПослЪ ово» 
божден!я отъ знаменателя получится квадратное уравнене ‚© 

4х? -- с х— а=0, 67 


7 
имъющее корни м. 


БУ < в 
Зое ^^ 
Такимъ образомъ, въ зависимости отъ тотру какое изъ не- 
равенствъ (2 — с) + 444 =0 имЪетъ мфсто, ‘либо существуютъ двЪ 
(отличныя одна отъ другой) пары совпадающихъ точекъ, либо же 
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ихь не существуетъ вовсе. [Если опредЪфлитель преобразован!я 
(ср. 8 1) А = % — 44 есть отрицательное число, то всегда имфетъ 
мфсто первый случай, ибо (р — с)? -- 4а4 = (6 - с) —4А]. Если 
же (р — с) + 444 =0, то существуеть лишь одна соотвфтствую- 
щая самой себЪ точка, которую, впрочемъ, должно разсматривать, 
какъ двЪ таюя точки, совпавнИя въ данномъ случаЪ въ одну. 

Прим $ чанте. Отсутстве искомыхъ точекъ здфсь указы- 
вается тЪмъ, что абсциссы суть мнимыя числа (или — лучше ска- 
зать — комплексныя, вида & —- 31). Хотя такого рода мнимыя абс- 
циссы, какъ и вообще мнимыя значенйя аналогичныхъ величинъ, 
которыя должны быть вещественными по своей природЪ, не имЪфеть 
реальнаго смысла, однако он часто вводятся въ вычислене. такъ 
что можно говорить о мнимыхъ точкахъ ит. д. Смыслъ этого обо- 
значення не можетъ повести къ недоразум$н1ямъ; оно указываетъ 
лишь, что вычислене привело къ мнимымъ величинамъ. Нужно за- 
мЪтить, что въ этомъ случаЪ, какъ и всегда, когда исходятъ отъ ве- 
щественныхъ чиселъ, оказывается, что мнимыя величины появляются 
„сопряженными“, попарно, такъ что если одна изъ нихъ иметь видъ 
« |- 91, то другая равна и — 81. Симметричное соединене (при вычи- 
слен!и) обЪихъ величинъ приводитъ затфмъ снова къ вещественнымъ 
числамъ; такъ, напримфръ, сумма (а - 81) + (х — 31) = 24 и про- 
изведене (а -|- 32) («— 31) = =? -- 5 суть вещественныя числа. 

ОбЪ точки, выражаемыя формулой 6’), называются двойными 
точками проективной зависимости. Булутъ ли онЪ вещественными 
или мнимыми, середина отрфзка между ними всегда есть веще- 
ственная точка, такъ какъ она опредЪфляется формулой 


_ с 

т 
Если взять ее за начальную точку (исключая случай 4 = 0, ибо 
тогда эта точка лежитъ въ безконечности и проективная зависимоеть 
переходить въ подобе или пропоршональное иной то 


р =си формула 6) (стр. 44) принимаетъ видъ: 


56 
ПИ 2х 7 6") 
м = я” 
В «У 
между тфмъ какъ абсциссы двойныхъ точекъ выражаются формулой 
д 
ЕЕ 65$ 


(1 
9 > < 
Г Ч у 
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Двойныя точки будутъ вещественными или мнимыми въ зависи- 
мости отъ того, имфютъ ли числа аи 4 одинаковые знаки или 
различные. Если а = 0, то онф совпадаютъ. Если 4 = 0, то пре- 


образован!е 6’’) принимаетъ видъ 
а 


ат, 


а 
проективность сводится къ передвижен!ю на отрфзокъ ——: Оба ряда 


р 


точекъ конгруентны и двойныя точки совпадаютъ съ безконечно 
удаленной точкой. 


Понят1е объ инволюц!и. Возвратимся снова къ об- 
щему равенству 6). Если въ немъ р = — с, то преобразоване это, 
по 5 1. обратимо, откуда непосредственно вытекаетъ, что каждой 
точкЪ прямой, разсматривается ли она, какъ точка Р(х) перваго 
ряда или какъ точка О(х’) второго ряда, отвфчаеть одна и та 
же точка. Зависимость между Хх и х'’ будетъ тогда симметрич- 
ной, обратимой, инволющонной, какъ это непосредственно явствуетъ 
и изъ формулы 


р [0 Ох 
Х — ах , 7) 
—р-- ах 
если освободить ее отъ знаменателя и представить въ видЪ: 
хх” — В (хх) — а = 0. 7) 


И въ этомъ случаф существуютъ двойныя точки (веществен- 
ныя или мнимыя), середина отрфзка между которыми (центръ ин- 


волющи) опредфляется равенствомъ х = ри Принимая середину от- 
рфзка за начало, получимъ р = 0 и уравнене 7) упрощается: 
4 
л ыы. 7) А. 
х.х =— 
Ге) <” 
или же - 
$. % == ый, в 


гд$ < есть разстояне двойныхъ точекъ отъ середины” отрЪзка 
(у 

между ними. ПримЪнене теоремы 13) $1 (стр. 20) непоёредственно 

даетъь слБдующую изящную теорему: м 


О у 


Каждыя дв соотв $ тственныя токи инволю ци 
о 


образуютъ съ двумя Ее четыре 
гармоническихъ точки. 
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Особенно простой видъ принимаетъь инволюШя при 4 = 


ь а 
Уравнен!е 7) даетъ тогда хх = — 


р 


Если передвинуть еще начало на отрфзокъ — и ввести но- 


а 
2, 
выя абсциссы & и Ё', опредфляемыя равенствами 
и - 
то получимъ для разсматриваемаго случая еще болЪе простое соот... 
ношен1е 

ЕЕ =0, Е = — Е. 

ИнволющЯя выраждается въ симметр1!ю относительно началь- 
ной точки (получаемую съ помощью отражен!я). Поэтому инволю- 
щя можетъ быть также разсматриваема. какъ обобщене общеизв$- 
стнаго поняття о симметрии. Симметр!я есть такая инволющЯ, одна 
нзъ двойныхъ точекъ которой совпадаетъ съ безконечно удален- 
ной точкой. 

Теорема. Если при наложен!и двухъ проек- 
тивныхЪъ рядовъ точекъ оказывается, что н$Ъкото- 
рой точк$ Р, къ какому бы ряду ее ни причислять, 
отвф чаетъ одна и та же отличная отъ нея точка Р', 
тои для всякой другой точки иметъ м$сто то же 
самое, такъ что проективная зависимость будетъ 
инволюц!1о0нной. 

Доказательство. Пусть проективная зависимость будетъ 
задана равенствомъ 6) 


Ар. 
с- ах 
или 
хх’ Е сх —дх— а = 0. 
АУ 
Будемъ разумфть подъ х и х'’ абсциссы точекъ Ри Р'. Такъ р съ 
эти точки допускаютъ перестановку, то 9 
= 
АЕ © = © <” 
© 


Путемъ вычитан!я получимъ новое равенство: \ 


(х' У | (р —- Я — х9^ 

о 
такъ что либо х'=х, т. е. точки Ри Р'’ со адають, точка Р со- 
отвфтствуетъь самой себЪф, либо Вс =0, т. е. имфетъ мЪсто ин- 
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волющя (согласно равенству 7) стр. 46). Такъ какъ первое пред- 
положен!е исключается по условю, то остается лишь второе, что и 
требовалось доказать. 

Обратимость соотвЪфтстыя, устанавливаемаго . инволющюонной 
зависимостью, разъясняется также слфдующимь предложенемъ, 
важнымъ для позднфйшихъ главъ этой книги. 


Пусть будетъ дано квадратное уравнене вида 
(ах бх + с) А (а, + лс) =0 8) 
х?(а-- ла.) Хх - 16.) С, = 0, 8) 


коэффищенты котораго суть цфлыя линейныя функщЯя „параметра“ ^; 
если мы отнесемъ другъ къ другу корни этого уравнен!я въ каче- 
ствЪ соотв$тственныхъ точекъ, то получимъ инволюшю. 


ИЛИ 


Доказательство. Пусть х и х будутъ корни уравнен!я 
8). Тогда, по свойствамъ корней квадратныхъ уравненйй, 


ВА р а (хх) 
1 1 с | я 
Хх х = ——____, откуда А = — 
ы ани Бах) 
ем р с —а хх 
= п | ) откуда д = =: * 
й ЕВ, о 


Исключая /^, получаемъ поэтому 
> 
р. + и, (х а ы а хх’ 
или — по перемножени — 
хх’ (ав, — Ва) + © х’) (ас, —са,) + 6—6) =0, 


т. е. снова равенство типа 7), чБмъ и доказывается теорема. 


Зам чан!е. Эта теорема важна потому, что она позво- 
ляетъ обобщить поняте объ инволющи, замфщая въ равенств 8) 
квадратныя функщи функшями третьей, четвертой и т. д. стевени. 
Такимъ образомъ, кромБ разсмотрЪнной (такъ называемой, квадрат- 
ной инволющи), существуютъ инволющи третьей, четвертой и т.д. 
степени, при которыхъ связываются соотв$тстнемъ сдхрий, четыре и 
Т. Д. точки. \ < 

Инволющя опредфляется двумя парами/Сточекъ. Если три 
пары точекъ должны принадлежать инволюнщи; то онф поэтому не 
могутъ быть взяты по произволу. Такого” рода три пары точекъ 
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называютъ также инволющонной группой. См., напримфръ, на 
фиг. 28 (стр. 53) три пары точекь НН', ]]', КК'. 

Возвратимся еще разъ къ общему случаю наложеня двухъ 
проективныхъ образовъ, 
частнымъ случаемъ како- 
вого является инволющЯ. 
Пусть 4 и В будуть 
двойныя точки, а Р, Ои Р., О, — двЪ пары соотвфтственныхъ 
точекъ. Тогда четыре точки 


В, Е 
перваго ряда отвфчаютъ четыремъ точкамъ 


О 


ме в @ в 


Фиг. 27. 


второго ряда. Поэтому 
(АВРР)=(АВОО,), 


(АВР) _(АВО) 
(АВР,) (АВО,) 


такъ что и 


(АВР) (АВР) 
(Аво} Во 


(АВРО) =(АВР, ©,). 


Итакъ, если 4 и В суть двойныя точки проективной зависи- 
мости Р-—-точка перваго ряда, О — соотвЪтствующая ей точка 
второго ряда, то двойное отношене 


(АВРО) 


совершенно не зависитъ отъ выбора точекъ Ри О, оно пред- 
ставляеть собой инвар1антъ. (Если оно равно 1, то проек- 
тивная зависимость сводится къ тождеству, если же оно равно 
— 1, то—къ инволющи, ср. 7’). < 

Само собою разумФется, общя изслфдован!я относительно на- 
ложеня рядовъ точекъ примфнимы и къ проективнымъ -Пучкамъ 
лучей съ общимъ центромъ. Поэтому мы приведем ‘еще ЛИШЬ 
нЪкоторыя частныя замфчан!я относительно такихъ ов, 

1. Пусть будетъ дана инволющЯ въ пучкахъ дучей: если 71 и иг’ 
суть угловые коэффищенты соотефтственныхь) лучей то, согласно 


формулЪ 7), имЪетъ мЪсто равенство: __. 
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Я рт 
—р-- ат 
ИЛИ 

пит —в (тт) — а = 0. 9) 
Тогда среди неограниченнаго множества паръ сопряженныхъ лучей 
существуетъ пара взаимно перпендикулярныхъ лучей. Въ самомъ 
дл, если присоединить сюда услове За) $ 2 перпендикулярности: 

жи — —_ В 

то получимъ: 


аа 
тт = — Ее: 
такимъ образомъ, т и т’ оказываются корнями квадратнаго урав- 
нен1я Я 
а 
11? —- ——. —1=0, 


которое всегда имфетъ вещественные корни. 

Найденные этимъ путемъ лучи называются центральными лу- 
чами инволющи. Если начальное направлене выбрать на одномъ 
изъ нихъ, то въ уравнени 9) 2Р=0 (такъ какъ значеню т = 0 
должно отвфчать значене иг’ = оо), такъ что оно упрощается и 
принимаетъ видъ: 

а 
тт = эр 


Въ зависимости отъ того, является ли число Е положитель- 
нымъ или отрицательнымъ, соотвЪтствуюце самимъ себЪ двой- 


Е (см. 7', стр. 46). 9) 


ные лучи будутъ оба вещественными или мнимыми, такъ какъ для 
нахождеНя ихъ нужно положить 71и =. Если, въ частности, 
& =—-1, то каждому лучу соотвЪтствуеть перпендикулярный ему 
лучъ, такъ что „инволющя“ объединяется съ „конгруентностьюл, 
что въ случаь рядовъ точекъ возможно лишь при полномЪ 
тождествЪ. су } 
2. Пусть проективная зависимость сводится къ конгруентности 
пучковъ, такъ что одинъ пучекъ получается изъ другогб путемъ 
вращен!я на уголъ, тангенсъ котораго к - а. Со- 
гласно формул 4) $2 (стр. 32), зависимость между \ и #' имъетъ 
тогда видъ: ох. 
_ Ш—@, ААУ 


11 = 
1 та 
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Очевидно, въ этомъ случа вовсе нфтъ двойныхъ лучей, они 
будуть мнимыми. ДЪйствительно, положивъ т = м’, получимъ 
° уравненше 

(п? +1). а= 
такъ что либо 4 = 0, т. е. пучки тождественны, либо 11? -- 1 =0, 
Е — =. 

Зам чан!е. Два мнимыхъ луча, угловые коэффищенты ко- 
торыхъ суть --1, такъ сказать, остаются неизм$нными при вращенйи. 
Ихъ называють нулевыми лучами; они имЪфютъ важное зна- 
чене во многихъ областяхъ геометрии. Переходя отъ тангенса къ 
<инусу и косинусу, мы получимъ безконечныя значеня для обоихъ 
названныхъ лучей, ибо 


$1 У =! == 
о — а о = с 
а м 
1 ] 1 
с0$ф — Е о = == 0 


Уре» УТЕВ 10 
Нулевой лучъ самъ себЪ перпендикуляренъ. Въ самомъ дЪлЪ, 
если положить т = 1 то для перпендикулярнаго луча найдемъ 


1 1 
По -- р 
ШЕЕ ЧО 2% = 272 =, 
Вообще нулевой лучъ образуетъ съ самимъ собою любой 
уголъ, ибо, если въ выражени 3) $ 2 (стр. 31) 
тт 
| + 2’ 


для относительнаго коэффищента направлен!я положить м= т’ = + 1, 


0 
то получится дробь вида — . 
0 «У 


Нужно, однако, твердо помнить, что не каждая мнимая прязу 
мая булетъ нулевымъ лучомъ, но лишь такая, угловой коэффи- 
центь которой есть {1 или — 1. 557” 

3. Допустимъ, что проективная зависимость  выродилась 
въ симметр!ю, при которой вращеню луча первако›’пучка на 
уголь ф отвфчаетъь вращен!е во второмъ А уголъ — ф- 
Очевидно, подобнаго рода зависимость не всяюй разъ, 
когда первый пучекъ лучей поворачивается на Произвольный уголъ, 
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тангенсъ котораго обозначимъ черезъ &, и затБмъ „перегибается“ 
черезъ новое начальное направлеше, т. е. выводится изъ плоскости 
и поворачивается на 180°, пока снова не упадетъ на плоскость. 
Зависимость между т и т’ тогда, въ силу формулы 4а) $2 
(стр. 32), имЪетъ видъ: 

‚ 3—2 

1-4 жа 


ИЛИ 


Поэтому, согласно равенству 9), симметря и здБсь является 
частнымъ случаемъ инволющи, при которомъ двойные лучи взаимно 
перпендикулярны. Въ самомь дДЪЛЪ, если положить и’ = т, то по- 


лучимъ 


2 
т? -.. —1 = 0. 


Эго уравнене всегда имфетъ два вещественныхъ корня, про- 
изведене которыхъ равно — 1. Поэтому двойные лучи взаимно 
перпендикулярны. Если взять начальное направлен!е на одномъ изъ. 
нихъ, то а =0 и предшествующее уравнене между т и тт’ при- 
нимаетъ видъ: 

т = — 1, 
чфмъ характеризуется симметр1я. Такимъ образомъ, въ этомъ слу- 
чафъ двойные лучи дЪлятъ пополамъ уголъ между лучами, соотвЪт- 
ствующими другъ другу въ силу инволющи. Ср. стр. 35. 


Изящнымъ и важнымъ прим$ненемъ теор1и проективныхъ и 
перспективныхъ пучковъ лучей и рядовъ точекъ является выводъ 
гармоническихъ свойствъ такъ называемыхъ и. 
четы рехугольника и полнаго четы еже ивои 

ОпредЪ ленте. 1. Подъ полнымъ ща ито ра- 
зумБемъ как я-нибудь четыре данныя точки 4, ВБ, С фиг. 28} 
и всЪ шесть безконечныхъ прямыхъ, попарно ихъ ‚< Собдиняющихт. 
Эти прямыя называются сторонами четырехугол ина и дЬлятся на 
три пары (АВ и СО, АС и ВО, ЧЭ)и В С противолежащикь 
сторонъ, пересЪкающихся въ трехъ точкахь Е Е, С, верши- 
нахъ „л!агональнаго треугольника“. 2. Полный четырехсторонникъ 
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{фиг. 29) состоитъ изъ четырехъ данныхъ прямыхъ а, р, с, 4и 
ихъ шести точекь пересЪченя, вершинъ четырехсторонника, ко- 


Фиг. 28. 


торыя попарно противолежатъь одна другой. Три прямыя с, } ©, 
соединяюнйя противолежания вершины, называются д1агоналями; 
он образуютъ стороны „д1агональнаго треугольника“. 


е 1 


---. 


7 
г А ох 
Е 9“ 
у ‘< 
ча СУ 
а Г У 
©” 
«© 
Фиг. 29. \ 
50. 
Теорема. Въ каждомъ полномъ четы рехуголь- 


ник двЪ$ противолежащ!я стороны\й проходящ!я 
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черезъ точку ихъ пересЪ$чен1я стороны д1агональ- 
наго треугольника образуютъ четыре гармониче- 
скихъ луча. Аналогично: 

Теорема. Въ каждомъ полномъ четырехсторон- 
ник$ дв противолежащ!я вершины и лежащ!я на 
соединяющей ихъ прямой вершины д!агональнаго 
треугольника образують четыре гармоническихъ 
точки. 

Доказательство (для четырехугольника). Разсмотримъ 
пучки Ви АР, перспективно расположенные въ отношени ряда то- 
чекьъ СВС; тогда 


(ЕЕ, ЕС, ЕВ, ЕС) = (ЕЕ, Еб, ЕВ, ЕС). 


Если же перспективно связать ихъ съ рядомъ точекь ОМС, то по- 
лучимъ: 
ег. 2, ЕВ, Е.) =(РЕ В | 
Поэтому 
ГЕ 626, ИС, ТВ) = ТЕ в 


Согласно $ 1 (стр. 19), общее значенме этихъ двойныхъ от- 
ношенй, если они, какъ здЪсь, равны между собой, есть либо -- 1, 
либо — 1. Первый случай исключается (такъ какъ тогда два луча 
должны были бы совпасть). Такимъ образомъ: 

Е РС, ЕС ТВ = = 
что и требовалось доказать. 

Совершенно аналогично этому ведется доказательство для че- 
тырехсторонника. 

ЗамЪчан!е. Эги теоремы, очевидно, дЪлаютъ возможнымъ 
линейное построене четвертой гармонической точки о т- 
вертаго гармоническаго луча — въ томъ смысл, какъ это выяснено 
на стр. 43. 59 

Теорема. Шесть точекъь НЫ, Л, Во спбресфче- 
н1я шести сторонъ четырехугольника (фиг. 28) съ ка- 
кой-либо прямой образуютъ инволюфонную груп- 
пу. Это же имЪетъ м$сто въ отношен и шести лучей, 
соединяющихъ какую-нибудь точ съ шестью вер- 
шинами четырехсторонника (фиг 29). 
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Доказательство (для четырехугольника). Свяжемъ пер- 
спективно ряды точекъ на прямыхъ Н]’и В, сначала исходя изъ 
центра „1, а затЪмъ — изъ центра С. Тогда 


(р, В, БА 5" 9 Г) 
(2, В, В, Л) =(Н, В, Л Л), 


(К, Н,ЛЛ)=(НВ, К, Л, У). 
Но теперь, согласно $ 1 (стр. 15), 
(Е, Н,ЛЛ)=(Н,К,Л,Л, 
поэтому, окончательно, 
(Н.Е, =, Л.Л) 
Здфсь, очевидно, точки [ и ]' могутъ быть переставлены. Въ 
сияу произведенныхь выше изслфдованй относительно инволющи 


(стр. 47), это же имфетъ м$5сто и въ отношени точекъ Ни Н,, 
равно какъ и точекь Ки К’, что и требовалось доказать. 


такъ что 


Задачи. 


1. При графическомъ черченйи н$которой перспективы на пря- 


мой получены четыре точки Р,, Р., Р., Р,, соотвЪтствуюция четы- 


й 
ремъ первоначальнымъ точкамъ, которыя были равно удалены одна 
отъ другой; затфмъ оказывается, что точка Р, забыта и поэтому 
ея положен!е возстановляется вычислещемъ. Съ этой цфлью изм$- 
ряютъ абсциссы точекъ Р, и Р. относительно точки Р;, принимае- 
мой за начало, и находятъ: х, = - 7,6, х. = -{ 13,9. Какъ велико 
х.? Какъ велика абсцисса исчезающей точки (т. е. точки, кото- 
рая первоначально была безконечно удаленной, а потому при обра- 
щени перспективы исчезаетъ)? 

2. ДБлен!я скалы ареометра для опредЪлен!я плотности жид 
костей располагаются на разстояНяхъ, не пропорщональныхъ «ое 
вфтствующимъ значенямъ плотности, но являются перспективными 
проекщями этихъ значенй. Опытнымъ путемъ были <Ф<предЪлены 
дЪлен!я скалы, отвфчаюц!я плотностямъ 1,0, 0,9 и 0,8 при чемъ 
оказалось, что разстояе отъ 1,0 до 0,9 равно ВАЗ” ти, разсто- 
не же отъ 0,9 до 0,8 равно 60,18 ит. Предлягается, выбравъ 
дълене 1,0 за начало и считая абсциссы вверхЪ положительными 


о 
(чмь меньше плотность, тЬмъ глубже погружается ареометръ), 
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вычислить абсциссы промежуточныхь дфленй 0,99, 0,98,... до 
0,81 (съ двумя десятичными знаками). 

3. ДвЪ стороны треугольника и медлана, исходящая изъ вер- 
шины образованнаго ими угла, имфютъ — относительно н$котораго 
начальнаго направленя — по порядку слфдующе угловые коэф- 
фищенты 

-- 0,2, 2,7, 5,3. 
Требуется вычислить угловой коэффищентъ третьей стороны. 


4. Изъ элементовъ полнаго четырехугольника даны угловые 
коэффишенты (отнесенные къ какому-нибудь начальному напра- 
вленю) пяти стороны Р.Р, Р.Р. Вы, ВР п - Ш 
5, 3, —4, <. Требуется вычислить угловой коэффищентъ 
шестой стороны Р. Р.. 


$ 4. 


Система декартовыхъ координатъ.— Прямоугольныя, косо- 
угольныя и полярныя координаты. — Формулы преобразо- 
ван1я. 


Какъ было уже замфчено въ $ Ти въ 52, никогда нельзя 
опредфлить абсолютное положен!е точки, но всегда лишь относи- 
тельное; для того, чтобы дЪлать это однообразно, нужно выбрать 
основную фигуру, и къ ней относить вс разсматриваемыя точки, 
лини, фигуры и т. д. 

Такого рода фигуру — и притомъ простфйшую и удобн5йшую 
— ввелъ въ математику Декартъ въ 1637 году и положилъ ее 
въ основане системы координатъ, названной позже его именемъ. 
Она состоитъ (фиг. 30) изъ двухъ взаимно перпендикулярныхъ 
безконечныхъ прямыхъ, осей системы (обыкновенно называемыхъ 
осью х-овъ и осью у-овъ), которыя пересЪкаются въ начал -коор- 
динатъ О. На каждый изъ осей одно направлене принимается за по- 
ложительное, а противоположное ему — за отрицательное (начертежь 
за положительное направлене для оси х-въ выбрано-направлене 
слфва направо, для оси 1/-въ — снизу вверхъ). Для\ бпредфленя по- 
ложен!я какой-нибудь точки Р указывается, нае разстояни 
отъ осей она лежитъ, а также съ какой стороны Хоть нихъ (слЪва 
или справа, сверху или снизу). Или — что то’ же — разсматриваютъ 
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разстояня ОО =хи ОК = у оть начала координатъ обЪфихъ про- 
екщй Ои А; при этомъ разстоянйя эти считаются положительными 
или отрицательными въ зависимости отъ того, лежатъ ли точки 
Ои К на соотвфтствующихъ осяхъ въ положительномъ или отри- 
цательномъ направлении отъ начала. Если эти разстоянйя выражены 
численно въ выбранныхъ единицахъ длины и затфмъ снабжены 
знаками -- или —, то числа ОО =х и ОК==у становятся ал- 
гебраическими, т. е. числами со знаками. Эти алгебраическ я числа 
называются координатами точки Р, при чемъ различаютъ 
абсциссу х и ординату и. Пишутъ также: 


Ри 

Обыкновенно берутъ ось х-въ горизонтальной и на ней по- 
ложительное направле- 
не направо, ось 1-овъ 
же берутъ вертикаль- 
ной и на ней поло- 
жительное направлене 
вверхъ. ЗатЪмъ, по 
большей части, по- 
ложительное направле- 
не оси х-овъ прини- 
мается за начальное 
направлене, отъ ко- 
тораго и считаютъ углы 
направления въ сторону, 
противоположную вра- 
щен!ю часовой стр$лки, | 


какъ изложено въ $5 2. Фиг ‘50. 
Тогда уголъ положи- «У 
тельнаго направленя оси х-овъ равенъ 0, положительнаго напраз” 
вленя оси у-овъ равенъ -- 90°, отрицательнаго направленио ‚оси 
х-овъ равенъ -- 180°, отрицательнаго направленйя оси 1- р 
+ 270° (или — 900). < 

Плоскость раздфляется осями на четыре квадранта И. "Ви, 
которымъ отвфчаютъ различныя комбинащи знаков» какъ указано 
въ сльдующей маленькой табличкЪ: ке 
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Знакъ Знакъ 
Квадрантъ 
абсциссы х | ординаты и 
-+ -| 
И — -- 
Ш — — 
ГУ -- — 


ЗамЪчан!е. Невфрно было бы сказать, что точка оси х-овъ 
вовсе не имЪетъ ординаты 1, а точка оси и1-овъ вовсе не имЪеть 
абсциссы х; напротивъ, координаты точки О суть х и 0, коорди- 
наты точки А суть 0 и 1, обЪф же координаты начала равны 0. 


ВмЪфсто прямоугольной можно также ввести косоугольную си- 
стему и на ней основать опредБлене координатъ, какъ показы- 
ваетъ фигура 31. Это опредЪфлен!е является болфе общимъ, такъ 
какъ стоитъ лишь положить 
уголъ между осями (коор- 
динатный уголъ) «=90°, 
чтобы вернуться къ прямо- 
угольной систем; однако 
эта система отнюдь не болЪе 
удобна. Въ самомъ дДЪЛлЪ, 
все, что даетъ возможность 
сдфлать косоугольная система 
коорлинатъ — единообразно 
опред$лять положене — поз- 
воляетъ выполнить и прямоугольная; но послфдняя имфетъ преиму- 
щество, заключающееся въ большей простот$ основныхъ формулъ. 
Лишь въ томъ случа, если какя-либо двЪ прямыя, не перценди- 
кулярныя взаимно, играютъ особенную роль, иногда цълебообразно 
прибфгать къ косоугольнымъ координатамъ. Однако, ‚сдая’ нЪкото- 
рыхъ вопросовъ геометр!и, какъ въ посл$днихъ па дграфахь этой 
книги, Декартова система и даже косоугольная оказываются слиш- 
комъ узкими; всл5дств!е этого математики въ т случаяхъ вво- 
дятъ новую основную фигуру, состоящую: #3 какого-нибудь тре- 
угольника, и строятъ „трилинейныя“ координаты (см. $ 19). 
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Задача. Дана точка Р(х, у) въ прямоугольныхъ координа- 
тахъ. Требуется вычислить ея разстояше отъ точки О (рав1усъ- 


векторъ ОР = тг) и уголъ направленя ф этого радйуса-вектора. 
Формулы выводятся непосредственно изъ фигуры 30. Именно: 
ИЕ, 
х х | 1 
р о 1) 
Р Ух и? Г Ух? 1? 
1/ 1 х 
фи фе, = 9 60 = — = —. 
БФ р т т р 


Здфсь г берется по абсолютной величинф, такъ что корень 
считается положительнымъ. Тогда формулы 1) имфютъ м5сто, въ 
какомъ бы квадрантЪ ни лежала точка Р. Наоборотъ, если даны т 
и ф, то хи 1 находятся по формуламъ: 


Ее к. з- ф 2) 
1] = Г. 9 ф. 

Величины Ги ф, ращусъ-векторъ и его уголъ направленя, 
очевидно, такъ же опредфляютъ положене точки Р, какъ и вели- 
чины Хи И. ОнЪ поэтому, равнымъ образомъ, называются коорди- 
натами точки Р, и именно — полярными координатами. 
Различнымъ значенямъ 7 отвфчаютъ концентрическя окружности 
съ центромъ въ точкЪ О. различнымъ значенямъ ф — ращусы ол- 
ного направленля. 

ЗамЪчанте. Полярныя координаты мало пригодны для об- 
щихъ геометрическихъ изслЪдованй; этимъ однако не исключается 
возможность того, что въ отдБльныхъ случаяхъ онф оказываютъ 
большя услуги. 

Легко найти формулы и для перехода отъ косоуголь- 
ныхъ координатъ кь полярнымъ, но он не столь прос®ы. 


Прежде всего, теорема косинусовъ даетъ (фиг. 31): хе 


—_ 
пы о 

ев ©) о 0 зе р) р] а - 
г= Ух /—2 ху с0$ (180% — 0) = Ух? -- у о 

Затфмъ, изъ теоремы синусовъ вытекаетъ: < 
т к” 
$зтф: эт (® — ф): зто = и: х:7\\У 
такъ что м 


И $ ы ри 11 У 62.5, у 


ий ф = И пов А. 
’  Ум-у Ру созо 


) 
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ый Хх зШо хзшо 
О и Е 
Э Ух + и? 1 Эху с05 © 


Для того, чтобы выразить © ф =, нужно еще дальн5йшее 
вычисленте. ИмЪемъ: 


$ ф в. $9пф В 5 ф 


т (®« —4+) х — 910с0зф — созозшфр — зто — созошр = 


И 
А спа и ) 


$104 — М С0$0 


наконецъ, отсюда находимъ 1: 
1 $10 


М = 
и х- 1 С0$ 6 


Формулы для обратнаго преобразованя полярныхъ коорди- 
нать въ косоугольныя таковы: 


И ф 
9. 5 (О 
$) 
$11 ф 
И =. — . 
$ У @ 


Преобразован!е прямоугольныхъ координатъ. 


Сама по себЪ точка вообще не имЪетъ никакихъ координатъ; 
она имфетъ таковыя лишь въ отношении предварительно выбранной 
системы координатъ. Если измфнить эту систему, то изм$нятся и 
координаты той-же точки; такимъ образомъ, возникаетъ задача 
о преобразован!и координатъ, значене которой выяснится лишь 
впослЪдстви. 


А. Параллельное перенесен!е (новое начало). 
Эги формулы преобразова- 
Ня имЪютъЪ видъ 


ео за) 
у=у +В у 
и наоборотъ: 569 
Е > 
у = <. че 
в 


ОнЪ чДем чайно просты. 
Буквы м 5 означаютъ коор- 
динаты токи Р въ одной системЪ, 
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ал ии — въ другой. Затфмъ, а и В суть координаты точки О’ 
относительно первой системы, наоборотъ, — аи — 6 суть коорди- 
наты точки О относительно второй системы. 


В. Вращен1е вокругъ точки О. 


Вторая система х’/ получается изъ первой при помощи 
вращен!я ея на уголъ х; поэтому 
и обратно — первая система мо- 
жетъ быть получена изъ второй 
путемь вращеншя послфдней на 
уголь — #. 

Формулы преобразован!я вы- 
водятся очень просто, если при- 
мфнимъ равенства 2). ИмФемъ: 

и —* с05ф, 9 =7 ЗШо 

—=# 208 ф, ПВ, 
Такъ какъ здЪсь г=и, ф=ф-Ра, Фи 325. 
то 


р 
р 
р 


х = с0$ (р'-- а) = с0зф' 05 & — 7 Зф та 
и = зш (ф'-- а) =Г созф' за — И зшф соза, 


такъ что 
1 ! ° 
х=х' с05я— и та 
‚м й 4а) 
} —=* Ша -- в 605%, 
' > 1 = ы = 
или, наоборотъ, г =!, ф =ф —@а, вмБстБ съ ч$мь 
х’=1с0$ (ф — а) =тсо$ф соза -|- г5шф 5 а 
у" = гзш (ф — а) =гс0$ф зта-ЕгзИ ф с0$ а, 
такъ что 
х =  хсозаузта 4Ъ) 
= —х зп я--Исо$ а. 
Еще болЬе просгымъ представляется слфдующий выводу, 
при помощи вспомогательныхъ отрфзковьъ 5О’ и ЮО’ и и о 
ЭРО’ = я. ИмЪемь: 5 
х=ОК— 50; и=вй ЭР. У 
ЗатЪмъ, У 
ОВ = х с0зо, ВО' =х ИО ЕЕ, $ 1] 0$ а, 
такимъ образомъ, . ом 
х=х с05а— и зша ХУ 
ы о 4а) 


у=х зша-у соза; © 
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— 


точно такъ же (проведя вспомогательные отрфзки черезъ точку О) 
можно получить, что 

х = хс059--1 за 4Ь) 
у’ = — х зта-- ис0$ 9. 

Формулы 4а) и 4Б)) можно многообразно провфрить на частныхъ 
случаяхъ, наприм5ръ: Первая провфрка. Вторая система ху’ полу- 
чается изъ первой системы хи при помощи вращенйя на уголъ - а, 
а первая изъ второй — при помощи вращеня на уголь — а. СлЪ- 
довательно, формулы 4а) и 4Б5) должны получиться однЪ изъ дру- 
гихъ, если справа уголъ &« замфнить черезъ — «. Такъ какъ 


с0$ (— ©) = --с0$а, зш (—“) = — за, 

то немедленно усматриваемъ, что это, дЪйствительно, такъ. 

Вторая провфрка. Если положить а = 0, такъ что созя = 1, 
$119 = 0, то получимъ 

№. ФЕИ ИА = 

какъ и должно быть. 

Третья провфрка. Дфлаемъ поворотъ на 909; такъ какъ 
с05 90° = 0, эт 900 = -- 1, то получаемъ 

Е, Е -И=Ы п 

Это вфрно, ибо положительное направлене оси х-овъ должно сов- 
пасть съ отрицательнымъ направленемъ оси //’-овъ, а положитель- 


ное направлен!е оси 1/-овъ — съ положительнымъ же направленемъ 
оси х’-ОВЪ. 


Четвертая провЪфрка. Дфлаемъ поворотъ на 180°; с0$ 180° = — 1, 
$ 180°—=0:; получаемъ 
хх, уф и: хЕРХ УИ=Ь- У. 


Это вфрно, ибо положительное направлене оси х-овъ совпадаетъ 
при этомъ съ отрицательнымъ направленемъ оси х'-овъ, а поз 


жительное направлене оси 1-въ — съ отрицательнымъ направле- 
немъ оси 1/’-овъ. 9 
Пятая провфрка. Дфлаемъ поворотъ на 2700; сева — 
`_ 
шт 2709 = — 1; имЪемъ: Жо 
! | 1 Хх 
х=-у, у=—фх;х = ПУ 
Это вЪрно, ибо положительное направлеше ок х- -овъ совпадаетъ 


съ положительнымъ же направленемъ "’- у-овъ, а положи- 
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тельное направленНе оси И-овъ — съ отрицательнымъ направле- 
немъ оси х’-овъ. 
ЦЩестая провфрка. Подставляемъ значеня х и и изъ формулъ 
4а) въ формулы 4Ъ). ИмЪемъ: 
х' = (х'с0зя — и эта) соза - (х'зта-- и’ соза) эта =" (соз? а 
- $12 я) Ри’ (— эта соза -Ё соза зта) 
или х’=х’; точно такъ же придемъ къ тождеству и’ =’. 
Седьмая провфрка. Подставляемъ значешя х’и и изъ фор- 
мулъ 4) въ формулы 4а) и получаемъ 
3—1 
Восьмая (и наиболБе изящная) провфрка. Возводимъ обЪ 
части равенствъ 4а) (или 4Ь)) въ квадратъ и складываемъ: 
2-Е и? = (х соза — 'зта)?- (х'зта - и соза)? 
="? (с05? и -- зп? а) -- и"? (зш?а -- с0$? а) 
+ 2^'/' (— соза эта - зша со$а) 


у =х у. 5) 
Т. е. сумма квадратовъ координатъ есть „инварантъ“ для 
преобразован!я 4а) или 4), что можно было предвидфть а рИой, 
такъ какъ, согласно равенству 1), х? -- 1? = 772, ху? = т? и 
величины 7, 7’ тождественны. Замфтимъ, однако, что равенство 5) 
и съ аналитиче- 
ской точки зрЪыЯя 
представляеть — суще- 
ственную особенность 
преобразованй 4а) и 
4); обобщене и об- 
ращене этихъ соот- 
ношенй даетъ поводъ 


ИЛИ 


къ постановк$ вопроса 
о розыскани всЪхЪъ ли- 
нейныхъ преобразова- 
нй, которыя сумму п 
квадратовъ переводятъ 
снова въ сумму п ква- 
дратовъ. Эти „ортого- 
нальныя“ преобразова- © 
ня и помимо геометр!и находятъ себЪ НН прим нен1я 
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С. Наиболфе общее преобразован1е конгру- 
ентныхъ прямоугольныхъ системъ координатъ. Оно 
составляется изъ преобразований А. и В., если ввести въ разсмот- 
рфне третью систему, которая съ первой имЪетъ олни и тЪ же 
направлен!я осей, а со второй — общее начало (фиг. 32с). Тогда, 
согласно формуламъ За), имфемъ: 

х=х'а, у=уУ-Ь, 
а согласно формуламъ 4а): 
х" = х'с0зя — изша, и’ = х'зша - И'‘соза; 
такимъ образомъ, сочетая эти результаты, получимъ: 
х=х'с05я — и’ зша а 
и=х' эта -Е Исозя - 6. 


Для обратнаго преобразован!я положимъ сначала, согласно 4Ъ), 


ба) 


х=х"созя - и"зша; и’= Хх" зшя -- И'с0$9; 
затфмъ, согласно формуламъ ЗЬ), 
г в Г. у" = о. 
сопоставлене этихъ равенствъ даетъ: 


х = (х.— а) соза | (у — В) за 


и = —(х— а) зшя- (у— В) соза. Зы 


Въ формулахъ ба) и 6Ь) символы @, В означаютъ координаты 
точки О’, я —уголъ направленНя оси - х'-овъ (относительно си- 
стемы ху). Разли4е во вн-шнемъ вид формулъ ба) и 65) про- 
истекаетъ изъ того, что при переход отъ системы ху къ системЪ 
х’/ сначала производится перенесеше, а затфмъ вращене, при пе- 
реход же отъ системы х’у къ системф ху сначала производится 
вращенше, а затЪмъ перенесене. Для того, чтобы измфнить о 
веря, введемъ координаты @’, 6’ точки О относительно системы 
ху’. ВмЪсто формулъ ба) мы получимъ: ос 
= (х-- а’) соз я — (и'— В’) зта 6 
= и $ -- мы С05 9, 57 ы. 
к 
а вмфсто формулъ 6Ъ) получимъ: < 
х=  хсоза + узшая а М” 
у’ =-— х зша -- Ис0$% $83 


6а) 


мы злфсь видимъ то же различе ао и выше, только въ 
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обратномъ порядкЪ. Само собой разумЪется, при данномъ а вели- 
чины 4, 6 могутъ быть сведены къ величинамъ а’, р’ и наоборотъ. 
Для того чтобы по возможности проще найти соотвфтствующия 
выражен!я, раскроемъ скобки въ равенствахъ 6Ъ) и 6с) и сравнимъ 
ихъ соотвфтственно съ равенствами 64) и ба). Получимъ: 
@= — 4 с05я —рэша, р= + азшя — 6 с0$% 7а) 
а = — 9'с0$9 | бзша, 6 = — а’зшя — 6'соза; 7Ь) 


укажемъ при этомъ, что равенства 7а) и 7Б) суть результаты вза- 
имнаго обращен!я. 

Этимъ исчерпанъ и общИЙ случай С. Присовокупимъ, однако, 
еще слЪдуюция зам$чаня: 

Во-первыхъ. При общемъ преобразовании прямоугольныхъ 
координать мы имЪемъ въ своемъ распоряжен!и три „постоянныя“, 
именно — величины @, Ви а, или а', В’ и а. 

Во-вторыхъ. Преобразован!я выражаются цфлыми форму- 
лами первой степени или, какъ ихъ называютъ, „линейными“. 

ОнЪ имЪфютъ видъ: 

х=а-ах {аи 8а) 
у=Ьх Ьу “ 

или же, наоборотъ, 

х=а+а,х + аъи 8Ь) 
РИ, Ву. 

Конечно, формулы преобразован!я представляютъ собой очень 
частный случай этихъ равенствъ; въ самомъ дл, если формулы 
8а) должны представлять собой формулы преобразован!я ба), то 
лишь величины а, В могутъ быть взяты по произволу, но не вели- 
чины 4,, 4., В, 6.. Эти послфднНя всЪ зависятъ отъ одного 
толь::0 угла я, такъ какъ нужно положить 

—= - с0$, а, = — зтя ©, = + ша, В, = - со$9. ©” 
А 

Въ третьихъ. Системы ху и хи. 0бЪ ррпоагО О: 
прямоугольными и, сверхъ, того, „конгруэнтными“. ПослЬднимь. ВЫ: 
ражешемъ. мы ХОТИМЪ сказать, что вращене на 90°. отньяо дожи- 
тельнаго направления. оси х:овЪ,до положительнаго направлены, ‚оси 
-ОВЪ производится вь ту же скорану» что. и вращешйе на 90° отъ 
положительнаго направлен!я оси х’-овъ.до подожительнаго направле- 
ня оси /’-овъ (на нашемъ чертежф, напримЪръ, “оба вращеня про- 


5 


———_— що —————————Щ—_———_———дди———д—а—а—— 


а а зло течи 
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исходятъь въ направлени, противоположномъ вращению часовой 
стрЪлки). Если названныя вращеня противоположны, то эти си- 
стемы называются симметричными. Он въ этомъ случаЪ не конгру- 
ентны въ томъ смыслЪ, что путемъ перенесен1я и вращеня невоз- 
можно привести ихъ къ совпаден!ю такъ, чтобы совпали положи- 
тельныя направленНя оси х-овъ и оси х’-овъ, равно какъ оси 1-овъ 
и оси /-овъ. Но зато онф могутъ быть съ помощью перенесен!я 
и вращеня приведены въ симметричное положене, напримЪръ, 
такъ, чтобы положительныя направленНя оси х-овъ и оси х’-овъЪ 


Фиг. 33. 


‚овпадали и въ то же время положительное наяравиению оси уЗОвЪ 
совпадало съ отрицательнымъ направленемъ оси и’-овъ и, ‚ СНОВА 
тельно, отрицательное нарВлан Г оси 1-овъ совпадало св положи- 
тельнымъ направленемъ оси и’-овъ. Такимъ образонць* для того 
чтобы обратить Ето ВЪ у ОНИНЫ, нужно было бы еще 
„перегнуть“ систему о вокругь оси х’-овъ, $92 вывести ее 
изъ плоскости и, сдфлавъ половину полнаго оборота, снова 
привести ее въ ту же плоскость; аналитически, это соотвфтствуеть 
измБненНю знака ординатъ у’. “© 


А >= 
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Итакъ, если, скажемъ, въ формулахъ ба) написать — /’вм5- 
сто /', то полученныя формулы 


х = хс05а | у зша-а 


и =х та — и с059 + р о 


будутъ представлять общее преобразовае къ симметричной (но 
несимметрично расположенной) системф. Указывать аналогичныя 
измЪнен!я и въ формулахъ 6Ъ), бс) и 64а) приводяпия, къ симмет- 
ричной систем$, мы считаемъ уже излишнимъ. 

Преобразован!1е косоугольныхъ координатъ 
также приводитъ къ выраженямъ вида 8а) и 85): 


х=а-'ах-аи | а х-аьи 
, ве [ , , , 8) 
у= ох Ри =, х Р.И; 


1 


только коэффищенты а:, 45. Г, р ия, а, в, 0, имъютъ го- 
раздо боле обийй видъ, такъ какъ они теперь зависятъ не отъ 
одного только угла ф, но отъ трехъ угловъ ф, ®, ® (фиг. 33). 
Мы получимъ: 


: $1 (> = ф) . У (®' — &) --- ф) 
а = = = що 
УП 0) Г $1 6 0) 
5иф эт (®' 9) 
р Е, = 
Ут ©) УИ 6 
. _ 51 п(® 9 ый | ’ п (®' —— 9) 
[1 1 =— ( нЕ 
УП О < 5 ©’ 
Эа) 
А = $1 ф и УП (в == ф) 
ре в 
$11 © УП @ 


выводъ предоставляемъ читателю (теорема синусовъ!). ЗамЪтимъ 
лишь еще, что формулы 8) и здЪсь не вполн$ общи, такъ какъ, 
величины 4,, 45, Р.. В, зависять только отъ трехъ величин” 
«, ©’, ф. Можно также еще произвольно измфнять единицу длины. 


о 

Если поискать, то можно, кромЪ разсмотрьнныхт» "ЗдЬсь си- 
стемъ координатъ, найти еще много другихъ. Нап] им ръ, можно, 
положивъ въ основане постоянную точку и по хоянную прямую, 
опредЪлять положене произвольной точки ея. ‘разстоящемь т отъ 
этой точки и ея разстоянемъ А отъ этой прямой. Или же можно 
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также взять двЪ постоянныя точки и принимать за координаты 
произвольной точки Р ея разстоявя т, ит, отъ этихъ точекъ ит. д. 

Но небольшое размышлене обнаруживаетъ, что такого рода 
системы координатъ были бы чрезвычайно неудобны. Не говоря 
уже о томъ, что даннымъ значенямъ у и А или т, и г, отв$чаетъ 
нфсколько точекъ — это неудобство можно было бы устранить — , 
оказывается, что не каждой парЪ значешй ти А или т, и г, отв$- 
чаетъ точка Р. Если, напримЪфръ, гт=0 и А=0, то точка исче- 
заетъ, она не существуетъ. ДалЪфе, если отр$зки т, и 7, становятся 
очень большими, то уголъ между ними становится очень малымъ и 
если точку Р нужно найти путемъ вычерчиваня двухъ окружно- 
стей, описанныхъ изъ постоянныхъ точекъ радусами т, и Г., то 
при этомъ нельзя достигнуть надлежащей точности. 

Однимъ словомъ, такого рода координаты могутъ быть вы- 
годны только въ совершенно частныхъ проблемахъ, для общихъ 
же изслЪдованй пригодны только прямоугольныя и косоугольныя 
системы координатъ, прямоугольныя въ особенности -— въ виду ихъ 
простоты. ДЪйствительно, съ т5хь поръ какъ прямоугольная система 
координатъ введена Декартомъ, она представляетъ собой про- 
стЪйшую систему и всегда служила настоящей основой аналитиче- 
ской геометр!и и всфхъ ея многочисленныхъ примЪненйй. 


Задачи. 


1. Данъ квадрать 4ВСО. Сначала за ось х-овъ и за ось и-овъ 
системы координатъ взяты прямыя АВ и АП. За оси второй си- 
стемы принимаются д!агонали квадрата; при этомъ .4С представляетъ 
собой положительное направлене оси х’-овъ, а ВО — положитель- 
ное направлене оси 1/’-овъ. Требуется вывести формулы ПОВ 
ван!я (сторону квадрата положимъ равной а). у 

2. Данъ равностороннйй треугольникъ АВС со сто онбй а. 
Принимаемъ сначала стороны АВ и ЛС за ось х-овъ. 25 бсь -ОВЪ 
первой системы координатъ, затфмъ стороны ВС ноВЯ — за ось 
х'-овъ и ось 1/’-овъ второй системы и, наконе «СА и СВ — за 
ось х"-овЪ и ось у’-овъ третьей системы. Тре ‘ется вывести фор- 
мулы преобразованйя. ах 

3. Внутри окружности ратуса г катится другая окружность 


7 
радуса 5 Черезъ центръ неподвижной окружности проведены 
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два взаимно перпендикулярныхъ радйуса, которые мы принимаемъ за 
ось Х-овЪ и за ось и-овъ нфкоторой системы координатъ, равнымъ 
образомъ, и черезъ центръ катящейся окружности также проведены 
взаимно перпендикулярные рад!усы, которые принимаемъ за ось 
х'-овъ и ось И-овъ другой системы, движущейся вмЪфстЪ съ этой 
окружностью. Въ начал центръ катящейся окружности лежитъ на 
положительной части оси х-овъ и положительныя направленя оси 
х-овъ и оси х’-овъ совпадаютъ. Какой видъ будутъ имфть формулы 
преобразован!я, если уголъ между линей центровъ и положитель- 
нымъ направленемъ оси х-овъ обозначить черезъ ф? 


$5. 


Основныя задачи и основныя формулы аналитической 
геометрии. 


Существуетъ небольшое число простыхъ задачъ аналитической 
геометр!и, называемыхъ основными задачами, такъ какъ онф встрЪ- 
чаются во всЪхь примБненяхъ и рёшене ихъ поэтому должно 
быть хорошо знакомо каждому, кто хочетъ проникнуть въ эту 
науку. ВажнфЙшими изъ нихъ являются слфдующия. 

Задача [. Даны двЪ точки Р, (х,,и.), РБ, (х..1,) (фиг. 34). 
Требуется найти ихъ разстояне 
Р.Р. =г и направлеше отъ 
точки Р; къ точкЪ Р.. 

Ръшен!{е. Систему ко- 
ординатъ переносятъ параллель- 
но самой себ такъ, чтобы 
точка Р, была новымъ началомъ. 
Тогда новыми координатами 
точки Рь будутъ числа х. —х, 
и 7. — 1, *) (согласно форму- 
ламъ ЗЬ) 5 4-го, стр. 60) и пред- 
ложенная задача сведется къ за- 
дачЪ 5 4-го (стр. 59). Поэтому 


о 
*) Числа х, —х, и у, —и, называются также {относительными) ко- 
ординатами точки Р, относительно точки Р.. Ср. $ 1, стр. 7. 


Ч . РЕЕЕЕЕЕТЕЕЕ а 
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ГРУ -Уб кии 1 


. И ь 
о а —^, Шо=' 


ы й а и 


такъ что, въ частности, 


а = № 1 — 1 7 


т —— 4 азность ординатъ 
ж Ыр = ф 1, _Р р ) 


-= 2 
х.—^л, разность абсциссъ ) 


Прим чан1е. Если положить т = -- 1, т. е. принять, что 


точки Р, и Р, лежатъ на нулевомъ лучЪ, то получимъ, что 


1 


О ИИ р ^ Е ы Е ^ я > а ее 
В, РУ 6 — м, Еф) = ЛЕ ТЕм" 
=. (х, ==, . 9 = 0, 
т. е. разстояне равно нулю, хотя обЪф точки и не совпадаютъ. От- 
сюда и назван!е — нулевые лучи или нулевыя прямыя ($53. стр. 51). 
Задача П. Даны двЪ точки Р, (х,, и.) и Р, (х,. и,). Найти 


координаты произвольной точки на прямой, соединяющей точки 


м 


РЪшенте. Такъ какъ на прямой существуетъ неограничен- 
ное множество точекъ, то поставленная задача имЪеть неограни- 
ченное множество рЪшенй. Чфмъ либо должно быть еще отм$- 
чено ‘положене точки Р; для этого можетъ служить отношен!е 


1 


р 1 
РВ. 
неизмьннымъ при всЪхъ параллельныхъ преобразованяхъ, то не- 
медленно получаемъ: 


‚ которое было введено въ 5 1. Такъ какъ оно остается 


а = 
РА 00 о. -х 


Подобнымъ же образомъ, путемъ проектирован!я на ось 1/-овъ 


^ —- 


хх) 
находимъ: У 
} кей т а 11 р о С° 
Бе? САУ 
9 1 е? 
Поэтому, наоборотъ, «С 
` < о - 
га м АХ. 1 ее ^1 ч ОУ 
1 а 1 1/5 Их 3) 


ху. 
Е а 1-— \У 


Если допустить, что ^ здЪсь принимает®) всЪ значеня отъ 
© ^^ 
— 062 до + ©, то точка Р, согласно 5 1,лопишетъ всю безконеч- 
м 
ную прямую Р.Р,. Положивъ, наприм$ръ, ^ = — 1, будемъ имЪть 


ы $ 


АЕ АИ ЗОО О ИН ЕН 
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хе №, у . За) 
т. е. координаты середины отрфзка между двумя точками суть 
среднйя ариометическя координатъ этихъ точекъ. 
Формулы 3) могутъ быть преобразованы, напримфръ, такъ: 
ЖА АА Е А, А 


о — о о о 


| №. (х, Е х!), 
№ 


ВО = НЯ То же можно сдфлать и для и. Поэтому ра- 


венства 3) могутъ быть также замфнены слБдующими: 
х=х, + в (х, —х,) 4) 
и 
они сравнительно съ формулами 3) имфютъ то преимущество, что 
вЪ нихъ н$тъ знаменателя. 


Согласно равенству 1), Хх, —^,=7. 054, 1. —И. =. ф. 
Поэтому, если вмфсто и.г напишемъ новую букву р, то фор- 


мулы 4) даютъ, далЪье, 


и ^, -- 2: С099 5) 
у =. 0. 5тф. 
Буква о въ формулахъ 5) означаетъь разстояне РР, и при томъ со 
знакомъ -- или —- въ зависимости отъ того, лежитъ ли точка Р 
отъ точки Р, въ направлении ф или въ противоположномъ напра- 
влени (180°--ф). 

Задача Ш. Даны двЪ точки Р, (х, и.) и Р, (х,, ц5). Найти 
этоль РОР, = 

Р$Ъшен!е. Опредфляемъ направленя ф, и ф. по формуламъ 


1) $ 4-го (стр. 59) и полагаемъь я =ф. — $.. ‚< 


Для тригонометрическаго ршен1я можно взять синусъ, р 5” 


нусъ или тангенсъ угла. _ 
Та. > | 557 
та = зп (+5 — $) = 3шф. с0$ф, — с05ф. Эф, = бе. 
= 
— ба _ 91%» _ ПВ № 6) 
7173 717» РТО 59 ” 
к „ 
асе” 1 5 


0$ = с0$ (ф., —ф,) = с0$ф, с0$ф. -- $тф, зтф. = 
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6. — 69, Або 9% ИН. 6) 
1 5. ©, 1-91 1» Е 9,1. 


а 


= (5 —9,) = 


Послфднюю формулу можно было бы также получить изъ 
первыхъ двухъ путемъ дфленя. Если, какъ на фиг. 34, начало О 
лежить слфва оть направленя Р.Р, то уголъ я есть уголъ при 
вершин () треугольника ОР.Р,; въ противномъ случаЪ посл5днй 
уголъ равень — я или 360° — ях. Проще углы треугольника ОР, В» 
опредфляются такимъ же образомъ, но предварительно начало си- 
стемы координатъ необ- 
ходимо перенести въ со- 
отв$тствующую вершину. 

Задача 1\. Даны три 
точки Р, (х!,И1), В» (х., Чо), 
Р. (х.з (фиг. Зо Тр 
буется найти точку Р(х, и) 

внутри треугольника 
Р,Р.Р., если дано отно- 
шен1е площадей треуголь- 
никовъ, на которые тре- 
угольникъ Р,Р.Р, дЪ- 
Фиг. 35. лится отрфзками РР,, 
РВ п 


Р$шен1!е. Пусть будетъ дано услове: 
ЖИ: ДР.Р.Р: АР ЕТ 


Возьмемъ, въ качествЪ вспомогательной, точку Р, с. у.) пе- 
ресфченя прямыхъ РР, и Р.Р.. Два треугольника Р.Р, Ри РРР 
имфють общую сторону Р.Р. Ихь площади относятся, фдова- 
тельно, какъ высоты ихъ, исходяцйя соотвфтственно изъ домекъ р 
и Р.. А эти высоты относятся, какъ отрЪзки Р.Р, и 2. Итакъ: 


ГР: ДА = до нь 
Поэтому, согласно равенству 3) 8 1-го (стр. 9), ‹ 


5$ 
о р <" 


—_—_—_—_—.).`)-|ь. о мыш, 
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и, согласно формуламъ 3), 


хх 
2 3 ь 
ь | т 73 пи, ’ 
Е 
по 


точно такъ же 
„ — СВ -Е Из з. 
у и, п. 
ДалЪе, имЪемъ: 
В.Р’: РР, = АРВ: д и г: АРЬР, 
= АР. РАВ Г АРЫЬР, 
= АРА Р 
= Е: 
откуда, также согласно равенству 3) 5 1-го (стр. 9), 


ВР поп. 
А = В == — = 
Ру ей 
вмБстЬ съ тфмъ, въ силу формулъ 3), снова получаемъ: 
Г. Ар ^ 1 
о Е _ И ^ 14 
д — ох 
1— А 1— ^ 
Наконецъ, подставляя сюда выведенныя выше значеня х,, 1/4. ^, 
получимъ: т п - 
м-в. = 
р. 7) 


те ПУ 155 1 Из Уз 
нае 


Если, напримфръ, точка Р есть центръ тяжести, то И, : п. : из = 


=: Г] и 
Хх № - хз = Е. 


А 3 
3 9 
т. е. координаты центра тяжести треугольника суть среднйя арие- 
метическя координатъ его вершинъ. «У 


Если не всБ три числа п., п., п. взять съ одними и тъмисзкё 
знаками, то точка Р не будетъ лежать внутри треугольника. Но и 
тогда отношене #,:п.:п. есть отношеше площадей Ель 
ковъ, но  азсматрива ето алгебраически, соотефтетаенно знаку, 
опред$ляемому направленемъ, по которому т ей его 
перифер!ю. 

Задача \. Даны двЪ точки Р, ыуде р, х., (5) (фиг. 34). 
Найти площадь треугольника ОР. Р.. 


 ————6—=— ыы. 
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РЪшент{е. ЗдЪсь прежде всего, быть можетъ, приходитъ въ 
голову формула Герона Д=И:;: (5—2). $—8)- (5—6), гдь 
а, 6, с суть три стороны, а 5 — полупериметръ. Но такъ какъ, согласно 
формуламъ 1) 5 4-го (стр. 59) и 1) $ 5-го (стр. 70), стороны 
опред$ляются съ помощью радикальныхъ выраженй, то эта фор- 
мула, очевидно, приводить къ чрезвычайно сложнымъ вычисленямъ, 
хотя она и выражаетъ площадь треугольника въ простфйшемъ вид$. 

Быстрфе приводить къ цфли и лучше отв$чаеть сущности 
аналитической геометр1и пр1емъ, сводяшй площадь треугольника 
ОР,Р. къ площадямъ фигуръ, опирающихся на ось х-овъ. Это 
сведене, очевидно, возможно и даетъ: 

^ ОР. В, = ДОО,Р, — ОО.Р, — (трапешя Р.О, О.Р»), 
такъ что если вычислить эти три площади по правилу вычисленя 
площадей, то 

дОРР, = аи РИ е зе | | ба ба Е. 


ХИ — ХИ — Ху 6 Хи, — ЖИ 
о 


и, наконецъ, 
ДОР, в т» == > - Ч 8) 


Едва ли нужно упоминать, что въ этой формулЪ за единицу 
площади слфдуетъ принять площадь квадрата, ребро котораго 
равно единиц длины, т. е., напримЪфръ, квадратный метръ, если 
единицей длины служить метръ- 

Если на фиг. 34 ордината 1, будетъ увеличена настолько, 
что точка ГР, окажется по другую сторону прямой ОР., то пред- 
шествующее преобразоване, очевидно, должно быть замфнено слф- 
дующимъ: 

ЛОР. Р, = ^ОО,Р, + (трапешя РО, О.Р.) — ОО, ‚Рь У 
между тфмъ какъ вычислен!е ведется по прежнему. Такъ какьоте- 
перь всф площади (по сравненю съ прежнимъ) измфнярЬ свои 


знаки, то на этотъ разъ мы получимъ: 5% 
© 
__ Я } д а, 
пов № — о Ш | ри 
ь 2 й 
Итакъ, какъ бы ни были расположены точки Р, и Р,, паб 
525 


ИУ № 


щадь треугольника всегда либо равна -- —© > 1 


либо равна 
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1 ИХ. 
12. Можно было бы поэтому сказать, что площадь равна 


2 
11. Х. 
абсолютной величин выраженйя - ых а пу 


бросить, какъ н$фчто несущественное. Но это не соотв$тствовало 
бы характеру аналитической геометр!и, ибо знакъ, гдЪ бы онъ ни 
встр$тился, всегда иметь свое значене, которое надлежитъ 


‚о И знакъ вовсе от- 


ВЫЯСНИТЬ. 

Въ разсматриваемомъ случа это достигается слБдующимъ 
образомъ. Въ задачЪ Ш было сд$лано замфчане, что обозначенный 
тамъ черезъ х уголь есть уголъ при О въ треугольникф ОР, Р., 
если, какъ на фигурЪ 34, точка О лежитъ сл$ва отъ направлен!я 
Р,Р.. Въ этомъ случа извЪстная формула, выражающая площадь 
треугольника черезъ двЪ его стороны и заключенный между ними 
уголъ, согласно формуламъ 6) стр. 71, даетъ: 

ба Яд © Г) г 
\ОР.Р, =", пя _ ай а =“: 1х 

Наоборотъ, если точка С) лежитъ справа, то соотвтствующй 
уголъ треугольника есть не а, но — @ или 360° — и, такъ что , 
ет“ Ху — ИХ, 
№ — ый 2 

Еще боле простымъ представляется слфдуюций признакъ 
Мёбтуса (МбЬ!$), который, впрочемъ, сводится къ указанному 
выше. Треугольникьъ ОР,Р, представляютъ себЪ въ видЪ поля, 
граница или перифер!я котораго направлена отъ точки О къ точкЪ 
Р,, отъ точки Р, кь точкЪ Р., и отъ точки Р, обратно къ точкЪ 
О. На фиг. 34 это поле всегда лежитъ слфва, перифер!я его является 
л5восторонней, какъ и во всЪхъ случаяхъ, когда число 
л./. —1.х, иметь положительное значене, между т5мъ какъ при 
отрицательномъ знак перифер1я будетъ правосторонней. Поэтому < 

Формула 8) выражаетъ площадь треугольнай 
ОР.Р, съ положительнымъ или отрицательным ъ(Вна- 
комъ въ зависимости отъ того, будетъ ли егб. вы 


< 
фер1я О — Р, — Р, — О лёвосторонней или равосто- 


ронней *). У 


*) Но если положительное направлене оси коне дя совпаденя съ 
положительнымъ направленемъ оси 1 овъ должно“быть повернуто на 90° 
слЪва направо, то справедливо какъ разъ обратное.” 


ОР, 2, == 


и а РЕ СЯ 
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Поэтому цБлесообразно уже при обозначении треугольника 
или площади вообще брать перифер!ю лЪвосторонней, когда пло- 
щадь должна быть снабжена положительнымъ знакомъ, и правосто- 
ронней — въ противномъ случаЪ. Такъ, напримЪръ: 

В, ==х В.О = АР, = = АВ 
= —ЛР,ОР., = —ДР.Р, О. 

Прим чан!е. Выражене л,иИ,— 1х, называютъ также 
„спред$лителемъ“, именно, опредЪлителемъ второго порядка, и въ 
качествЪ такового обозначаютъ черезъ 


У 


А 


Эти важныя алгебраическя формы будутъ разсмотр$ны въ 5 18. 

Задача \1. Даны три точки Р, (х.,1:), Р, (х., 45), и Р. (хз, 1). 
Найти площадь треугольника Р,Р,Р. (фиг. 35). 

Первое р5шен1{е. Соединимъ всЪ вершины съ точкой О; 
тогда 

ев, Р. = ЛОРР. -—- МОР. Р.— ЛОР 

^ОР,Р, + ЛОР. Р. - АОВЬ, 
2 

Второе р$шен{е. Перенесемъ начало въ одну изъ вер- 
шинъ, напримфръ, въ вершину Р,. Тогда координатами точки Р, 
булутъ числа х, —х, и у, —1., а координатами точки Р., — числа 
х—^ ии. —(,. Формула 8) даетъ: 


дре в, _ №) —#) ЕВА 


7. 
Если въ числителЪ произвести умножене и сократить затфмъ 
| х,9, и —^,9., то получимъ снова выражене 9). У 


Задача УП. Многоугольникъ Р, Р, Р....Р, заданъ ‘кборди- 
натами своихъ вершинъ. Требуется аа его площа пад” 


Первое рЪфшен1!е. Разложимъ нногоугольнииь’ съ по- 
мощью д!агоналей на треугольники (это всегда возможно даже для 
многоугольниковъ съ входящими углами), вычислимЪ площадь каж- 
даго треугольника по формулЪ 9) и - < 


*) СлЪдуетъ обратить внимане на ЦИКлЪ? и 2 3)! 
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Второе ршен!е (лучшее). Если соединить всЪ вершины 
съ точкой О, то площадь многоугольника будетъ равна алгебраи- 
ческой суммЪ площадей всЪхъ треугольниковъ, иифющихъ вершиной 
точку О, а основайями каждый одну изъ сторонъ многоугольника. 
Если, напримЪфръ, точка О лежитъ внутри многоугольника и у него 
нфть входящихъ угловъ, то непосредственно очевидно что ихъ 
площади должны быть сложены. Но и въ каждомъ другомъ случаЪ 
при циклическомъ расположении знакъ каждаго треугольника вЪрно 
опред$ляется уже самой формулой; поэтому всегда 

многоугольникъ Р,Р.Р....Р, = ДОР, Р, - ДОРР. +... 
А 
ха — ухь НХ, ух ха, — ах, РНИИ, 
2 


Для удобства примБнен!я соединяютъ члены, содержие одно и 
то же 1/ (или одно и то же х) и пишутъ формулу въ такомъ видф: 


— 


площадь многоугольника == 
1 (>, а х») ны у (х, #7 хз) = 3 (х. ры Жи) -- лы Не Ч (1 = а) 
_ оыете 1 О и ПО а а. 


Задачи. 
1. Даны точки Р, (+1, 1), Р, (+2, +4), Р. (+6, 2). 


Требуется вычислить стороны и углы треугольника Р,Р,Р., коор- 
динаты центра тяжести, точки пересфченя высотъ и центра опи- 
саннаго круга. 

2. Даны три вершины Р, (х,, и,), Р› (х., у.), Р. (х., и.) парал- 
лелограмма Р.Р,Р.Р.. Найти координаты х,, И.) точки Р.. 

3. Треугольникъ съ вершинами Р, (х,, у,), Рь(х», 9.) Ру (хз. Из}. 
т ТЬ вокругъ стороны Р,Р,. Требуется вычислить ри 
х..Из точки Р’., съ которой совпадетъ при этомъ точка Ро. „© 

4. Даны вершины Р, (--1, — 2), Р, (0, 1) правильнаго" е- 
стиугольника Р, Р.Р. Р.Р.Р; (лфвосторонняя периферйя). Найти ко- 


ординаты остальныхъ четырехъ вершинъ. © 


Вторая глава. 
— ее 


$6. 
Понят1е объ уравненш кривой. —— Разъяснен!е его на примЪ- 
рахъ. — Его важное значене. 


„Уравнене кривой“ есть самое характерное понят!е аналити- 
ческой геометри, которое и въ примБненяхъ чрезвычайно пло- 
дотворно. Подъ кривой разум$ется здЪсь просто какая-нибудь ли- 
ня, будь то прямая, эллипсъ, окружность, спираль и т. д. Пусть 
будетъ дана такая кривая (фиг. 36), которую мы будемъ считать не- 
прерывной; это значитъ, между двумя 
сколь угодно близкими ея точками 
на ней существуютъ еще друпя точ- 


ки, и движеше вдоль по кривой про- 


) 
изводится безъ скачковъ; кривая 
представляется въ видф непрерыв- 
ной посл 5 довательности то- 
чекъ. Если взять какую-либо точку 
Р и обозначить ея координаты че- 
резъ х ма. то во о холомъ 
а кривой опредфляется которая 73 с 
висимость между х 99’ Если 
точка Г, такъ называемая ‚перемЪнная т очка движется 
вдоль по кривой, то измфняются ея координаты (9 и 17, но ие 
вполнф произвольно, такъ какъ значенемъ х\. ‹ё опредЪляется 
значене 9 (и наоборотъ). Въ самомъ ДЪлЪ, , бы 


жемъ, х= ОО, то можно провести черезъ ТО О прямую, парая- 
о 


положить, ска- 


р 


Е < О 
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лельную оси 1/-овъ, и найти точку Р ея пересфченя съ кривой. 
Эта точка имфетъ своей абсциссой взятое число х, между тЪмъ 
какъ ордината 1/ находится этимъ простымъ построешемъ. 

Въ силу этого перемфнная 1/ зависитъ отъ перемфнной х или 
, есть функшя отъ х. Эта функШЯя здЪсь опредЪляется геометри- 
чески при помощи самой кривой; но очевидно, что каждая за- 
висимость между величинами можетъ быть выражена и анали- 
тически съ помощью формулы. Эта формула, это урав- 
неше, которое вообще, какъ извфстно, выражается въ видЪ 


/ = /(х) (1(х) означаеть функщю отъ х), 1) 
и есть уравнен1е кривой. 

Н$Ъсколько простыхъ примЪровъ разъяснятъ это. 

1. Пусть наша кривая будетъ прямая, которая проходитъ 
черезъ начало и имфетъ коэффищентъ направлен!я т = - 1. Тогда, 
очевидно, для каждой точки этой прямой 

у=х;, 
это равенство и представляетъ собой ея уравнен!е. 

2. Пусть кривая будетъ окружность круга, описанная во- 
кругъ начала координатъ радусомъ 4, и 
Р(х, у) — произвольная точка на ней. 
Тогда по формулЪ 1) 5 4-го (стр. 59): 


хи? = а? 
= + У? — д>, 


такъ что искомое уравнене найдено. 
ЗамЪчан1я. 
1. Во второмъ примЪрЪ 1/ есть дву- Фиг. 37 
значная функщя отъ х, такъ какъ каждому 


ИЛИ 


значеню х соотвЪтствуютъ два (равныхъь по абсолютной величинЪ; 
но противоположныхь по знаку) значення у. И дъиствитедьно, 
прямая, проведенная черезъ точку О параллельно оси 1/- овъ,Сере- 
сфкаеть окружность въ двухъ точкахь Ри Р’, синие Тричныхь 
относительно оси х-овъ. | <° 

2. Допущене 'х| > а*) приводитъ къ отрицательному числу 
подъ корнемъ, т. е. къ мнимому значеню 29° у. Отсюда, въ 


*) Абсолютное значене алгебраической “величины х обыкновенно 
обозначается черезъ 'х.. 
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соглафи съ непосредственнымъ созерцанемъ (фиг. 37), можно за- 
ключить, что внЪ промежутка между х = + аих = — а нельзя 
найти абсциссу ни для одной точки окружности. 


9. Мы получили здЪфсь два уравнен!я, именно, 
ху — 2 =0 


у = + Иа — д. 

Оба уравненя имфютъ одно и то же аналитическое содержа- 
не, но отличаются по формЪ. Второе уравнене получается изъ 
перваго путемъ вычисленя 1, а первое изъ второго путемъ унич- 
тоженя корня — что приводитъ къ равенству 1/? = 42° —&” — и 
затЪмъ перенесения всЪхъ членовъ въ лБвую часть, такъ что справа 


остается лишь нуль. 


Поэтому какъ уравнеше = + У 2? — х?, такь и уравнене 
х? - и? — а =0 считаютъ уравненемъ круга; но первое называютъ 
уравненемъ явнаго вида, второе же — уравнешемъ неявнаго 
вида: въ первомъ случа у непосредственно выражено черезъ х, 
а во второмъ, напротивъ, функщюональная зависимость 1 отъ х не 
дана непосредственно, такъ что для получен!я явнаго вида нужно 
сначала опредфлить 1. [Хотя это не необходимо, но часто весьма 
цфлесообразно въ уравненяхъ второго вида переносить всЪ члены 
въ одну (лфвую) сторону и представлять уравнене въ такой 


формЪ: 

ГР (х, у) = 0; 2) 
это удобно потому, что тогда приходится разсматривать лишь л$- 
вую его часть, ибо въ правой нфтъ ничего, кромЪ нуля]. 


Кажлый изъ названныхъ видовъ имфетъ свои преимущества и 
недостатки. Въ случаф уравненя явнаго вида 1/ непосредена а» 
дается въ видЪ функши отъ х, въ случа же уравнения НОЕ аго 
вида этого нфтъ. Зато въ послфднемъ случаЪ можно избъжать ра- 
дикаловъ, какъ показываеть намъ примЪръ. а также знаменателей, 
которые уничтожаются путемъ умножен!я УрАВННННТ 2 надлежа- 
щаго множителя. «у 


При ближайшемъ разсмотрёнм отдають даже большей частью 


предпочтене неявному виду. Прежде всего, © он» редставляется нЪ- 


сколько боле общимъ, Если, напримЪръ, на прямая; ›‘проведенз 
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ная параллельно оси 1/-овъ на разстояни @ отъ нея, то — въ видЪ 
исключен!я — 1/ вовсе не есть функшя отъ х; произвольному зна- 
ченню х не отвфчаетъ ни одно значене у (кромЪ и = Е со), въ то 
время какъ при х =а 1 принимаетъ любое значеше. Такимъ обра- 
зомъ, въ этомъ случаЪ нфтъ уравнен!я вида и = }(х), между тфмъ 
какъ въ неявномъ видЪ уравнен!е таково: 
х—а=0; 

это, очевидно, есть очень частный случай уравненя ЁК(х, /) = 0, 
именно такого, въ которое 1/ вовсе не входитъ. 

ДалЪе, явный видъ во многихъ случаяхъ представляется очень 
сложнымъ и получается въ результатЪ тягостныхъ перед$локъ. 
Если, напримф5ръ, дано уравнене — чрезвычайно простого типа — 

у? -- ху — 3х? = 0, 
то 7 никоимъ образомъ не можетъ быть алгебраически предста- 
влено въ видЪ явной функщи отъ х, такъ какъ уравненя пятой 
степени, какъ показалъь велиЙ математикь Абель, вообще не 
разрфшимы въ радикалахъ:;: и это уравнене, въ частности, въ ради- 
калахъ не разрЪшается. Явный видъ можетъ быть здЪфсь полученъ 
только путемъ громоздкихь разложенй въ ряды. 

Къ тому же, неявная форма для боле общихъ изсл$дованй 
въ очень многихъь отношеняхъ представляется боле удобной и 
приспособленной, такъ что она, несмотря на кажущееся превосход- 
ство явной формы, обыкновенно является гораздо боле пред- 
почтительной. 


Не только каждая кривая имфеть и должна имфть уравнене, 
но и, наоборотъ, каждое уравнен1е между коорди- 
натами х ии можетъ быть истолковано въ смыслЪ 
кривой, если представить себЪ совокупность всЪхъ ТОНЕ 
Р(х,у), координаты которыхъ удовлетворяютъ этому и 
Если, напримфръ, дано уравнене 69 

1 — Хх? — 42 =0, АСУ 
у 

то тотчасъ усматриваемъ, что всегда || > |х| и что ‚каждому зна- 
ченю х отвфчаютъ два равныя по абсолютной велизчинъ, но про- 
тивоположныя по знаку значен!я 1, явно выражаемыя` такъ: 


АС 
у = + Уа?-| х? . о 
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ВмЪстЪ съ тмъ ось х-овъ есть ось симметри кривой. Но и 
ось 1/-ОВЪ Также есть ось симметр1и, такъ какъ уравненйе остается 
неизм$ннымъ при изм5нен!и знака х. Если присовокупить еще, что 
|у| растетъ вмфстЪ съ |х|, что наименьшее значене 1/ есть 4 (кото- 
рому отв$чаетъь х = 0), что поэтому кривая собственно состоитъ 
изъ двухъ отдфльныхъ кривыхъ, одна изъ коихъ лежитъ надъ осью 
х-овъ, а другая подъ ней, то этимъ будетъ исчерпано все то, что 
даже неопытный читатель усмотритъ съ перваго взгляда. Если хо- 
тятъ пойти дальше, то подставляютъ вмЪсто х рядъ значенй, вы- 
числяютъ соотвЪтствуюцйя значеня 1, 
разсматриваютъ найденныя такимъ об- 
разомъ пары чиселъ, какъ координаты 
точекъ, и наносять посл$дня на чер- 
тежъ; напримЪръ (а =1): 

| о 
0 | 
1|ту 9-12 
2] У 5=224 
3 | 710 =3,16 
4 | (1-81 


Фиг. 38. 


Такъ вскорЪ получается ясное представлен!е о внфшнемъ видЪ 
кривой (фиг. 38). Конечно, съ помощью такихъ графическихъ по- 
строенй, какъ бы тщательны они ни были, не можетъ быть полу- 
чена внутренняя геометрическая характеристика кривой, зависящая 
отъ боле глубокихъ ея геометрическихъ свойствъ; для этого не- 
обходимы изслЪдован!я совсфмъ другого рода. Само собой только 
понятно, что уравненемъ кривая опредЪляется вполнЪ, со всфми 
ея свойствами, даже самыми сокровенными и отдаленными, изо 
должны существовать пути и методы для раскрытя этихъ сВойствъ 
по уравнен1ю. ©” 

Но можетъ также встрЪтиться случай, когда для” уравнен1я 
вовсе не существуетъ кривой или — лучше сказать «когда кривая 
цфликомъ оказывается мнимой. Если, напримЪръ, \дано уравнен!е: 


Е 58° 


то немедленно усматриваемъ, что ни одна ‘ара (х, 17) веществен- 


$ 6. ПОНЯТШЕ ОБЪ УРАВНЕН!И КРИВОЙ. ПРИМЪРЫ. 33 


ныхъ чиселъь не можетъ удовлетворить этому уравнен!ю, такъ какъ 
числа хи 1/7? всегда будуть положительными, независимо отъ зна- 
ковъ чиселъ хи 1. 

Если взять, далЪе, уравнен!е 


2 ав 1? — 0: 
которое — если ограничиться вещественными числами — удовлетво- 
ряется только при х=0, и=0, то вся кривая будетъ состоять изъ 
одной точки — начала. 

Посл этихъ разъясненй мы примемъ теперь слфдующее 
опредфлен1е уравнен1я кривой: 

Подъ уравнен1емъ кривой разум$ется уравне- 
н1е между двумя перем$нными*) (х и 1), которое 
удовлетворяется, если въ него вм$стоа х и 1 под- 
ставить координаты какой-либо точки кривой, но 
не удовлетворяется, если вм5сто х и 1/ взяты коор- 
динаты точки, не лежащей на кривой. 

Эта подстановка даетъ также критерй того, лежитъ ли дан- 
ная точка на кривой, или нфтъ. Наприм$ръ, утверждене, что точка 
Р(+-2, —3) лежитъ на кривой, уравнене которой есть 


Хх? — 31 4х 15 =0, 


немедленно оправдывается подстановкой, такъ какъ (- 2)?— 3 (—3)?-- 
4 (+2) 15 =0; въ то же время непосредственно видно, что 
начало не можетъ лежать на кривой, такъ какъ въ результатЪ под- 
становки х =0 и у=0 слБва получается -- 15, а должно было бы 
получиться 0. 

Если уравнене удовлетворяется всЪми точками кривой, то 
всегда ли оно будеть уравненмемъ этой кривой? Этотъ вопросъ 
на первый взглядъ кажется н$сколько страннымъ и мы склонны, 
немедленно отвфтить на него утвердительно. Между тфмъ, разв 
не можетъ быть, чтобы это уравнене удовлетворялось и для>та- 
кихъ точекъ, которыя не лежатъ на этой кривой? А въ Стакомъ 
случаЪ, согласно опред$леню, оно не было бы ея р 

*) Было бы неправильно употреблять здЪсь и 

\ , 
такъ какъ величины х и у не являются въ разсматриваемомъ случаЪ ни 
извфстными, ни неизвЪстными, но суть «перемфнныйя», мМЪняющя свои 
значеня при переходЪ отъ точки къ точкЪ. у 
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Простой примфръ покажетъ справедливость этого возражен!я. 

Положимъ, что дано уравнене 
Пи 

Оно удовлетворяется для каждой точки прямой, проходящей 
черезъ начало и имфющей уголъ направленя въ - 45°, ибо для 
каждой такой точки у=х. ТБмъ не менфе послЪднее уравнене 
не будетъ уравненемъ этой прямой, такъ какъ оно выполняется и 
вь томъ случаЪ, если 1/ = —х, Т. е. если точка лежитъ на пря- 
мой, проходящей черезъ начало, и имфющей уголь направленя 
въ 490. Уравнене, такимъ образомъ, представляеть 06 прямыя 
одновременно! 

ДъЪиствительно, лЪвая часть этого уравнен!я можетъ быть пред- 
ставлена въ видЪ произведеня (у—х) (их), и такъ какъ произ- 
веден1е можетъ быть равно 0 только тогда, когда одинъ изъ мно- 
жителей равенъ 0, то разсматриваемое уравненНне распадается 
на два уравненя у — х=0 и у-|- х =0, изъ коихъ каждое пред- 
ставляетъ одну изъ двухъ прямыхъ. 

Такое представлене двухъ совершенно различныхъ кривыхъ 
однимъ уравнешемъ, очевидно, возможно всегда. Въ самомъ 
дфлф, если уравнешя Л, (х, и) =Ои Р. (х, и) = 0 суть уравненйя 
двухъ кривыхъ, то, перемножая л$выя части, составляемъ уравнене 

Ра (х, у) - Р, (х, у) = 0, 
которое представляетъь одновременно обф кривыя. (Конечно, подоб- 
нымъ же образомъ однимъ уравненемъ можно выразить сколько 
угодно кривыхъ.) 

Пусть, напримфръ, будутъ даны два уравненя: 

2х |+ Зи —5 = 0, 
3% —=9 у А 


изъ коихь каждое, какъ будетъ показано въ 6 9, представляеръ 
“у 


прямую линю. Составляемъ уравнене „© 
[954 Зи —5) (38 = 10 67’ 
или — по перемножени — <” 
В у 1 525” 
которое выражаетъ обЪ прямыя. № 


© 


& 
Наоборотъ, если лвая часть уравненя С, 


У 


Ех) =0 “5 
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можетъ быть разложена на два множителя, такъ что 


Е(х, В (х, 1/) : 75 (х, 1/), 
Ни) =0, либо 5 ©, 


т. е. кривая распадается на двЪ друпя кривыя. 

Очень часто по уравненНю нельзя напередъ видфть, можетъ 
ли оно распасться на два уравненя. Если бы, наприм$ръ, было 
предложено — безъ всякаго замфчан!я — написанное выше уравнене 

6х2 -- хи — 125 + х + 44у — 40 =0, 
то никто, будь онъ даже опытенъ въ вычисленяхъ, не смогъ бы 
непосредственно усмотрЪть, что лЪвая часть тождественна съ про- 
изведенНнемъ множителей 2х - Зу— би 3х —4у--8:; нужно было 
бы прибЪгнуть къ боле глубокому изслфдованю, чтобы получить 
эти множители (ср. $ 17). Если бы, напримфръ, вмЪсто перваго 
коэффишента 6 стояло 5, между тфмъ какъ прочее члены уравне- 
ня были бы ТЪ же, то такихъ множителей вовсе не существовало бы. 

Эта невозможность по такого рода выражен!ю усмотрЪ$ть мно- 
жителей, произведенемъ коихъ оно является, создаетъ часто, именно 
для менфе опытныхъ, непр1ятное положене, изъ котораго они съ 
трудомъ выходятъ. Довольно часто при недостаточно искусномъ — 
но собственно не ошибочномъ — выводЪ уравнен!я кривой, которое 
въ дБйствительности имфетъ видъ: 

Г (х, 9) =! 
получаютъ совершенно другое уравнене вида Е(х,и)=0, такъ 
какъ, не замфчая, вводятъ какимъ-нибудь образомъ „лишняго“ мно- 
жителя РА. (х, и), такъ что 
Е (х, у) 5 Р: (х, у) - Рь (х, 9). 

Такъ какъ, далЪфе, какъ было сказано, распаден!е на этихъ 
множителей не можетъ быть обнаружено безъ очень глубокихъ изу 
слъдованй, то этотъ лишнЙЙ множитель остается незамфченнымьСи, 
такимъ образомъ, въ остальномъ вфрный выводъ становится Соши- 
бочнымъ. (Примфръ будетъ данъ въ 5 7.) © 


\ 


то либо 


‚_ 


я — © ` 
немъ и = /(х) или — неявно — уравнешемъ Г (хи О, составляетъ, 


р о . 
какъ извфстно, предметьъ дифференщальнаго  исчисленя. Оно 


Исчерпывающее изслЪдован!е функщй, опредфЯемыхь уравне- 


86 $ 6. ПОНЯТПЕ ОБЪ УРАВНЕНШИ КРИВОЙ. ПРИМЪРЫ. 


учитъ, какъ можно для такихъ функщЙ путемъ дифференцирован!я 
и интегрирован!я получать друг!я функщи, находить ихъ аналити- 
ческ!я особенности, коротко говоря, узнать ихъ вполнЪ. При этихъ 
математических» изслфдованяхъ, имфБющихъ столь высокую важ- 
ность, возможность истолковывать функщши геометрически, какъ кри- 
выя, придаетъ отвлеченнымъ формуламъ большую наглядность и 
ясность: даже основныя понят1я о производной и интегралЪ, ко- 
торыя сами по себЪ имфютъь чисто аналитическй и вполнф$ отвле- 
ченный характеръ, въ учебникахъ дифференщальнаго исчислен!я вы- 
ясняются, по большей части, и на геометрическихъ чертежахъ. 


Такимъ образомъ, поняте объ уравнен!и кривой, объ- 
единяющее анализъ и геометрию, какъ его установильъ Декартъ 
въ 1637 году, сдлалось основашемъ, на которомъ строится вся 
„высшая“ математика. 


При оцфнкЪ высокаго значен!я этого понятя слфдуетъ при- 
нять во внимане, кром$ аналитической и геометрической стороны, 
еще и то, что оно играетъ выдающуюся роль въ многочисленныхъ 
примфненяхъ математики, именно, при выражени законом$рнаго 
хода явленй, которое можетъ быть произведено либо аналити- 
чески — формулой, либо же наглядно, геометрически — при 
помощи кривой. 

Н$ сколько примфровъ разъяснятъ это. 


Если газъ подвергнуть большему давленю, то объемъ его 
становится меньшимъ, и, наоборотъ, объемъ увеличивается при 
уменьшени давленя. Объемъ постоянной массы газа зависитъ по- 
этому отъ давленя, подчиняясь, какъь извфстно, закону Бойля- 
Мар!отта*). Обозначимъ объемъ данной массы газа, выражен- 
ный въ единицахъь объема (напримЪръ, въ литрахъ), черезъ у, а 
давлен!е, выраженное въ единицахъ давлешя (напримЪфръ, въ атмо- 
сферахъ), черезъ х; тогда, если объемъ при давлевйи въс одну 
атмосферу равенъ 1. то согласно Бойлю (объемъ обрабно про- 
порщоналенъ давленю): < 


о 
1 ©? 


я \” 
29° 


*) Температура также вводится въ разсиотрьнее, но можно от- 
влечься отъ нея, предположивъ ее неизмЪннойу` 
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Поэтому = 8% 
Ч х 


Это есть аналитическое выражен!е зависимости между 


давленемъ и объемомъ, въ которомъ для упрощеня можно поло- 
жить 1/, =1 (=1 литру’, такъ что теперь 


в — 


Геометрическимъ же выражешемъ является кривая, 


< 
в — 


имфющая это уравнене. Ея видъ представленъ на фиг. 39; какъ 
будетъ показано въ $ 12, эта кривая 
есть равносторонняя гипербола. 

Такимъ образомъ, здфсь 
абсциссы выражаютъ давле- 
н1я, а ординаты— объемы. 

Зам $ чан!е. Въ нашемъ случаЪ 
уравнен!е и кривая идутъ дальше за- 
кона Бойля (совершенно независимо 
отъ того, будеть ли онъ вполнЪ вф- 
ренъ, или нфтъ). ДЪйствительно. хи 1 


здфсь могутъ быть отрицательными, въ 

то время какъ отрицательный объемъ Фиг. 39. 

не имфетъ смысла. Вторая (пунктирная) 

вЪтвь гиперболы не имфетъ поэтому никакого значеня при гра- 
фическомъ изображен!и зако- 
на Бойля. 


Вторымъ простымъ при- 
мфромъ можетъ служить т$ло, 
падающее безъ начальной ско- 
рости. Если время паденя (въ 
секундахъ) обозначить черезъ 
у, пройденный путь (въ мет- 
рахъ) — черезь х и ускорене 
тяжести — черезъ с (© = 9,81), 


то согласно Галилееву за- 
кону паденя т$лъ: 


ыы 
Е 
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Это уравнен!е представляетъ параболу (фиг. 40), при чемъ 
ординаты отвфчаютъ времени, а абсциссы — пройденному пути. (И 
здЪсь вводится въ разсмотрфн!е только одна часть кривой, именно, 
верхняя, такъ какъ время паденя у не можетъ быть отрица- 
тельнымъ). 

Этого достаточно, чтобы разъяснить многообразное прим$не- 
не кривыхъ для нагляднаго пояснен]я законовъ; когда нужно по- 
лучить боле глубоке результаты, требуюцйе большаго труда, то 
пишутъ формулы, уравненя и подвергаютъь ихъ отвлеченному 
анализу. 

Задачи. 


1. ИзвЪстно, что функщя 
105 — у — 92° ШМх-|- ЗЕ! 


распадается на два множителя первой степени съ цфлочисленными 
коэффищшентами. Какой они им$ютъ видъ? 
2. Представить уравнен!е 


10х* — ху — 3/°—11х -Е 339 — 84 =0 


въ явномъ вид$ и этимъ путемъ еще разъ найти множителей пред- 
шествующей задачи. 
9. Уничтожить радикалы въ уравнени 


И У Рф 


Преобразованное равенство распадается на два. Каковы эти 
послдн!Я? 


$ 7. 


<» ® Аа 
ДвЪ главныя задачи аналитической геометр!и на плоскости: 


и 
Съ поняемъ объ уравнени кривой связаны обЪ глав вныя 
дачи аналитической геометр!и, именно: Я 


„_ 


1. Какимъ либо образомъ задана кривая; требуе ется Я найти ея 
уравнен:е. < 

2. Дано уравнене между двумя перемёнными | (хии); тре- 
буется найти кривую, выраженную этимъ уравнёюшемъ, и ея геомет- 


1 © 
рическя свойства. “У 
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Прим$ры на первую задачу. 


Стержень, вращаюцИЙся вокругьъ неподвижной точки С 
(фиг. 41), передвигаетъ прямоугольный треугольникь МГК съ ка- 
тетами ри с вдоль по данной прямой АК. Найти уравнене гео- 
метрическаго мфста точекъ С пересфченя этого стержня съ гипо- 
тенузой треугольника *). 

РЪшен!е. Само со- 
бой разумЪется, можно го- 
ворить объ уравнен!и лишь 
тогда, когда указана поло- 
женная въ основан!е система 


координатъ. ЗдЪсь обыкно- 
венно прямую АК выби- 
раютъ за ось х-овъ, а пер- / 
пендикуляръ С.4А— за ось 
1/-ОвЪ. (Направлеше усматри- 
вается изъ чертежа). Исходя _ \,; 
изъ условЙ заданя, нужно и =" а -ыьь 4 
такъ связать координаты х 
и у перемфнной точки С съ 
данными величинами (здЪсь 
— съ а, Б, с), чтобы можно было получить уравнене кривой: иногда 
для этого необходимо ввести т% или иныя вспомогательныя вели- 
чины (здфсь у = ВГ,), которыя потомъ исключаются. Изъ подобя . 
треугольниковь САГ и СВГ., равно какъ треугольниковь СВК и 
МГК, вытекаетъ: 

а) а:х-х=у:3 или ад =у(х--х) 

3) УВ =С: . 

Мы имемъ два уравненя между тремя перем$нными х, Уд. 5 д 

Но величина у играетъ исключительно вспомогательную роль. В 


должна быть снова удалена. Поэтому выразимъ 7 изъ одного ‚урав- 


Е. 


Е. 


<-- 


неня, напримфръ, изъ уравнен/я 8): хе 
ао 
‚фи и. 
ТЕ. < 
й с м 
\ 


*) Эта задача взята изъ Геометри Декарта „й)°В$роятно, была 
первой задачей этого рода, р®шенной съ помощью У«аналитической» 
геометрии. т. 
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подставивъ это значеше 5х въ уравнене (4), получимъ: 


УС Е 


ав? = -Ь 


) 


или — по перемножен!и, уничтожен!и знаменателя с и перенесени 
всфхъ членовъ въ л5вую часть — 


слу — (ас) абс = 0. 1) 

Это есть искомое уравнен!е. 

Второй примЪръ. (Фиг. 42). Изъ точки О, отстоящей 
отъ прямой КО на разстоянше /, проведень лучь ОО и продол- 
женъ въ сторону точки О на данную длину ОР=а. Какой видъ 
имфетъ уравнене кривой, которую опи- 
сываетъ точка Р, когда лучъ вращается 
вокругъ точки О? (Эту кривую всл%д- 
стве ея формы называютъ конхоидой 
или улиткообразной кривой). 

Ръшен{е. Примемъ точку О 
за начало и направлене ОЛ за поло- 
жительное направлене оси х-овъ и вве- 
демъ, кромф координатъ х и 1/ пере- 
мфнной точки Р, еще вспомогательную 
величину КО = 4. Тогда: 

9) [: П=-%ь 

Далфе, изъ прямоугольнаго тре- 

угольника ОГР получаемъ: 


ь 2 о 

) +0 =е 
Изъ этихь равенствъ нужно еще 
исключить (0. Изъ уравнен]я 9) слБдуетъ, 


|] 
ЧО @ = с полставивъ это въ уравнеще 
2), получимъ: и 
у 57 
ор рый 8 
_ 
= ^ 

или — по освобожде Ш `Моть знамена- 
Фиг. 42. теля и вынесен м за скобки — 


ого, 2) 


что и представляетъ собою искомое уравнене. 
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Зам чан1я къ этому р5Бшен!ю. 


1. Очевидно, равенства м) и 8), слфдовательно, и равенство 2) 
имфютъ мЪсто также и тогда, когда мы отрфзокъь ОО не продол- 
жаемъ, но укорачиваемъ на длину 4. при чемъ строится точка Р', 
и эта послфдняя вводится въ качествЪ перемфнной точки. Такъ по- 
лучаются двЪ$ кривыя, имфюция, однако, лишь олно уравнене, и 
при томъ не распадающееся на друмя уравненя. ОбЪ кривыя так- 
же должны быть разсматриваемы, какъ вЪтви одной кривой, пред- 
ставляемой уравненемъ 2). 

2. Значемя х=0 и у =0 удовлетворяютъ уравненю:; такимъ 
образомъ, кривая должна проходить черезъ точку О (?). Это, оче- 
видно, совершенно невозможно, если (<! (какъ принято на чер- 
тежф), и между кривой и уравнешемъ появляется противорЪче, 
которое кажется трудно устранимымъ. Однако его можно устранить 
слЪдующимъ образомъ. Если 4 > 1[, то лЪвая вЪтвь, дЪйствительно, 
проходитъ черезъ точку О даже дважды, такъ какъ тогда суще- 
ствуютъ дв точки О такого рода, что ОО = 4. ОбЪ эти точки О 
въ нашемъ случа не существуютъ, онЪ являются мнимыми; тфмъ 
не менфе` точка О продолжаетъ существовать, какъ если бы по- 
строене было вещественнымъ, и ея координаты должны удовле- 
творять уравненю, какъ это и имфетъ м$сто на самомъ дДЪлЪ. 
Такимъ образомъ, если (< | кривая состоитъ изъ двухъ вфтвей 
и, сверхъ того, изъ точки О, которая въ этомъ случаЪ носитъ на- 
зван!е уединенной или изолированной точки, такъ какъ она вовсе 
не соединена съ прочими вещественными точками кривой. 

3. Еще болфе просто получается уравнене 2), если сначала 
ввести полярныя координаты ОР=ги > 5ОР=ф; тогда можно 
немедленно вывести изъ чертежа: 


т 
с05ф ы 


такъ что мы сразу находимъь полярное уравнен!е конхойлы. 
Теперь, если введемъ, прямоугольныя кОм пользуясь `фор- 
мулами 1) 5 4-го (стр. 59): г = Их? -+- 1, созф = В то 
получимъ уравнене: м” в 

Ах 


ом 
А или (х— 1) Ух р 0 С = 0 
./ —— неее.) > == у = о Я Иа т 

Ух? -- 11° м 


|- 4 или 7тс08ф = [- 4с0$ф, «У 
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или — по освобождении отъ радикала — 
(ху) = 0; 2) 
итакъ, мы вновь пришли къ уравнен!ю 2). 

4. ЗдЪсь можно показать (на это было уже указано въ пре- 
дыдущемъ параграфЪ), какъ иной разъ вслЪфдстве, хотя не оши- 
бочнаго, но не удачнаго пр1ема при выводЪ уравненя появляется 
совершенно постороннйй множитель. Положимъ, что кто либо на- 
писалъ бы сначала, какъ и мы, равенство 


а) &И=-0, 
а затЪмъ, вм5сто треугольника ОТР, сталъ бы разсматривать тре- 
угольникъь О5Р и, вмЪсто равенства 8), получиль бы тоже вЪрное 
. равенство 


в) м-р =(00 а) = 900*- ®- 24.00 
| = + 9+4 2+ 24+. 
п) 


Тогда онъ снова изъ соотношеня а) вывелъ бы, что (=-—, и 
х 


а 


подставивъ въ уравнене 83°) получилъ бы: 
2 
+ — - 4 - 24 у" т т 
д" ры 
или — по освобождении отъ знаменателей и радикала— 
[(%2 Е 1?) (х° — Г) — ах? — 42 Р д? (х2 - 9?) =0. 2') 

Само собой разумЪется, онъ заключилъ бы, что уравнене 2”) 
есть уравнен!е конхоиды. Но такъ какъ это уравнен!е гораздо слож- 
нфе, ч6мъ раннфе полученное уравнен!е 2) (первое—8-ой степени, 
а послфднее — 4-ой), то мы знаемъ, что въ уравнени 2”) долженъ 
содержаться посторонныЙ множитель. Но какъ и гдЪ? 

Кому бы ни было предложено равенство 2’) безъ особыхъ 
указанй, никто не смогъ бы непосредственно по внЪшнему свиду 
усмотрЪть. что лЪвая часть равенства представляетъ собой йроиз- 
веден!е:; и даже если это ему сказать, ему не легко 66.54 найти 
множителей. Но если, какъ сейчасъ, одинъ изъ множителей — лфвая 
часть равенства 2)— извЪстенъ, то найти другого (множителя, при 
н5которой внимательности, не столь затруднительно: Укажемъ, напр., 
что величина [ входитъ въ уравнене 2’) толко ‘въ видЪ [2 въ чет- 
ныхь степеняхъ, такъ что это уравнефе остёется неизмфннымъ при 
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замфнф --/ черезь —[, что не имфетъ мфста въ отношени урав- 
неня 2). Такимъ образомъ, второй, „лишНй“ множитель получается 
изъ лфвой части уравненя 2) путемъ замфны 1 черезь — 1. На- 
пишемъ поэтому произведене 


Кое бе) — #9 Рей) — Ф51, 
и постараемся такъ его преобразовать, чтобы придти къ ЛФЪвой 
части уравненя 2’). Прежде всего можно его представить въ видЪ 
разности двухъ квадратовъ: 

[2 + 2) (+ у?) — Фор — 4 (ру ор. 
ЗатЪмъ, имЪя въ виду уравнен!е 2’), напишемъ: 
Ру) — Ра = © — В) — Фо + Вау, 
РАЯ РР 5 3 +В 


И 
такъ что 


[2 -[- № (5? + у?) ай и а и 4211 (х? | ?) Е АЙ (2? -- 12)? 

= и? + 4Р (х° + у?) [и ЕР (ху?) 

= --4Р (хи?) [(х2- 9?) х* — а2х?]. 
ПослЪ подстановки и сокращения -{ 4 (х? -{ 19°)? х?Р и — 4 (х?- у?) х?Р 
получится немедленно равенство 2’). 

Если приравнять нулю лишнйЙ множитель, то получится урав- 
нене второй конхоиды, симметричной относительно первой (осью 
симметр1и является ось и-овъ). Съ помощью неискуснаго према 
выше было найдено уравнен!е обЪфихъ конхоидъ одновременно. 


Фиг. 43. \$ 
Итакъ, начинающему слфдуетъ быть очень о реьь, Изло- 


_женный примфръ не притянутъ за волосы, но при 
видф, въ какомъ съ нимъ въ дЪйствительнос и встрЪтился авторъ, 


енъ въ такомъ 
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когда онъ въ одинъ изъ часовъ для упражненй предложилъ сво- 
имъ слушателямъ вывести уравнене конхоиды. При осторожности 
и упражненйи этой опасности легко можно избЪжать. 
Трет!й примЪръ. Найти уравнене кривой, которую опи- 
сываетъ какая-нибудь точка шатуна паровой машины (фиг. 43). 
Ръшен!е. Обозначимъ черезъ г длину кривошипа, черезъ /[ 
длину шатуна, черезь 4 разстояне взятой точки отъ точки Л. 
Примемъ за начало точку М, за положительное направлене оси 
х-овъ-—направлене МБ; введемъ, сверхъ того, въ качествЪ вспо- 
могательныхъ величинъ, —^ ВМА=ф и -> МВА =. Тогда изъ 
чертежа сл$дуетъ: 
а) ЙЕ 5 : $1. 
5) х = с0$ ф - 4 с0$%. 
7 Ш. 
Теперь нужно еще исключить изъ уравненй я), 3), 1) углы 
ф и %. Уравненйя я) и ^/) даютъ: 


со о ми 
Эту ЯП = В 
откуда: р- ла 
а ааа У Р-Р. 
И с ГЕ (— а) * 


подставивъ это вь уравнене $), получимъ: 


ИУ —ат" ув а 
о ГР ) 

Это есть искомое уравненше. Въ этой формф имъ удобно пользо- 
ваться, такъ какъ оно явно выражаетъь х въ зависимости отъ 1. 


Если же хотимъ привести уравнение КЪ ращональному виду, до, 


возводя въ квадратъ, получаемъ: к У 
2 , о —- 2 4 @ ;й 
(2 — т —а 1/2 - 


о. 
ое убЕатя м АРУ < [у 


и, наконецъ, посл вторичнаго возведен!я брить 


(2-9) 0 ау О $ 
ая — Ро. 3) 
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ЗамЪчан1я къ этому р$5шен!ю. 


1. Получивъ при рЬшени задачи боле или менфе сложное 
уравнен1е, какъ въ разсматриваемомъ случаЪф, обыкновенно провЪ- 
ряютъ, вЪрно ли оно, такъ какъ легко можетъ встрфтиться погрЪш- 
ность. Для этого удобно воспользоваться обоими крайними поло- 
женями, соотвфтствующими угламъь ф=О0 и ф= 1809. Тогда въ 
первомъ случаф х=а-т, у=0, во второмъ х=ар-т, и=0. 
ДЪйствительно, если подставимъ эти частныя значеня въ уравне- 
не 3), то убфдимся, что они ему удовлетворяютъ. Для дальнфйшей 
пров$рки можно положить еще ф = 900, т. е. зшф=1, с0о5ф=0, 
при чемъ уравнене о) даетъ: 

о сс ИВ” 
/ / 
такъ что, согласно равенствамъ 3) и 1): 


а ль 
Хх — т УР и - 


ат Г 
1 —= Ра (1— а). 


И при подстановкЪ этихъ значенйй равенство 3) оказывается 
вЪрнымъ (0бЪ части его равны 0). Итакъ, оно, повидимому, 
вполн$ вЪрно. 

2. Такъ какъ хи 1 входятъ въ уравнеше 3) кривой только 
въ видф квадратовъ х”, 1/”, то ось х-овъ, равно какъ и ось 
1/-овъ, представляютъ собою оси симметр!и кривой. Что ось х-овъ 
есть ось симметр!и ясно само собою; но путь точки Р имфетъ ука- 
занную на фигур 43 овальную форму, для которой ось 1/-овъ, 
очевидно, вовсе не является осью симметр!и. Получается противо- 
рч1е. Не связано ли это снова съ постороннимъ ЕСА 

Это предположене оказывается ошибочнымъ, если поставить: 
задачу н$Ъсколько иначе, именно слфдующимъ образомъ: © 

ОтрЪзокъ .4В данной длины движется такъ, что олнит его 
конецъ скользить по окружности, а другой конець — 10” прямой, 
проходящей черезъ ея центръ. Какую кривую опи «у ‘произволь- 
ная точка Р отрЪзка? _ >\ 


СЭ 
При такой формулировкЪ вся фигура можетьубыть перегнута 
налфво вокругъ начала, что, конечно, не предусматривалось перво- 
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начальной задачей. Вся кривая, такимъ образомъ, состоитъ изъ 
двухь симметрично расположенныхъ относительно оси 1-овъ ова- 
ловъ, изъ коихъ къ первой задачф относится лишь правый. Этимъ 
устраняется кажущееся противорЪч:е. 

3. Положимъ въ уравнеши 3) а =0. ПослЪ удаленя множи- 
теля /* получимъ: 


(2 -- у? — 72) = 0, 
212 — 12 = 0, 


т. е. точка Р описываетъ вокругъ начала окружность радйуса т, 
какъ это и должно быть, такъ какъ въ этомъ случаЪ точка Р. 
совпадаетъ съ точкой /4. 


такъ что и 


Если же предположимъ, ‘что точка Р совпадаетъ съ точкой В, 

такь что а=1 то, подставляя въ уравнене 3), получаемъ 
Ай — 4—0 или 0=0, 
т. е. вовсе не получаемъ уравненйя! 

Что здфсь снова происходитъ? Такъ какъ точка Б должна 
оставаться на оси х-овъ, то можно ожидать, что получится урав- 
нене у =0 или 1/2 =0. А вм5сто этого получается тождество, т. е. 
нфтъ вовсе уравненйя! 

Основанемъ этого служитъ то обстоятельство, что уравнен!е 
3) все же содержитъ постороннйй множитель, но на этотъ разъ 
постоянный. Именно, если положить [— а=р, а=[—В, то урав- 
нене 3) приметъ видъ: 

[(^2 и (1 че 7?) р? -|- 1/7 (Р —- 9?)]? — 4а* (ре евы и") (52 с 2) —= 0 

При перемножени получатся члены, не содержашие множи- 
теля В: 

и (Р- а?) — дач = 4 (Р — а? 
=и(—а += а), 5 
т. е. при соединени ихъ снова появляется здЪсь но 1 ”Та- 
кимъ образомъ, онъ, какъ вообще постоянный множитель можеть 
быть отброшенъ, посл чего окончательно ми 
(2—7 — 27)? (1 а + 2 (^2 — т — а?) ке АЕ а?) 3) 
++ и (+ а)? — 4а?7? (1— а)? Е 44? ( п. 5-72) = 0; 
если здфсь положить а =[, то придемъ къ, Уравненио: 


4 (х? — 2? — РРР 44-4 (р -т) =0, 
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или: 
у? (х° - У’) =0, 
такъ что либо: 1/° =0, т. е. иу=0 (согласно ожиданю), 
либо: 
2 12 =0. 
(Значене этого второго множителя можетъ быть выяснено 
только если углубиться въ теор!ю мнимыхъ величинъ.) 
4. Само собой разум$ется, шатунъ всегда длинфе кривошипа. 
Если же положить г=/, то второй членъ уравненйя 3) стр. 94 
представитъ собой полный квадратъ, каковымъ первый членъ былъ и 
раньше. Такимъ образомъ, теперь уравненйе распадается на два 
отдфльныхъ уравнен1я, именно, на: 
5) (м — а) 1 а г (Р-+ а?) — 2а (— а) —у?]=о0 
и 
=)  (х— РВ — а?) (а - у? (Р-Р а?) ?а1[(— а)? — у] =0. 
Уравнене 5) можеть быть написано такъ: 


9 


м х? 112 

у а И | 
и представляетъ ($ 10) эллипсъ съ полуосями [+ аи [—а; въ 
то же время уравнене =) посль дфленя на (Г— а)? принимаетъ 
форму: | 

г) х 9? — (1—2)? = 0, 
такъ что выражаетъ окружность, описанную вокругъ точки М ра- 
дусомъ /— а. Чфмъ объясняется такое распаден!е? 


Вообще, каждому положен!ю точки 4 (фиг. 43) отвфчаютъ 
дв точки В, одна справа, а другая слфва отъ точки О.. Если же 
[ =, то одна изъ этихь точекъ постоянно совпадаетъь съ точкой 
М, шатунъ и кривошипъ совпадаютъ и точка Р описываетъ о. 
этому окружность ращуса [— а (см. уравнеше =) вокругъ точки МАУ 
Другая же точка В передвигается вдоль по оси х-овъ, как ги 
въ общемъ случаф, и отв5чающая ей точка Р описываеть- (Тогда 
эллипсъ съ уравненемъ 9). „© 

Эти примфры ясно показываютъ, какъ нужно поступать при 
выводЪ уравнен!я кривой. Прежде всего нула выбрать систему 
координатъ, для чего, по большей части, необходимую опору 
можно найти въ самомъ чертежЪ. Затфмъ ся произвольная 


7 
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точка кривой, въ качеств5 перем нной точки, съ координатами 
хи 1, и, наконецъ, если есть въ этомъ надобность, вводятся еще и 
вспомогательныя величины. ПослЪ этого изъ указаннаго построен!я 
кривой выводятся — въ достаточномъ числф — равенства между 
и фи вспомогательными величинами, и послёдя исключаются. 
Оставшееся тогда равенство между хи у и представляеть собой 
искомое уравнене кривой, которое надлежитъ потомъ привести къ 
простБйшему виду, если оно его еще не имфетъ. 


Относительно второй главной задачи аналитической геометр!и 
—Щпо данному уравнен!ю между х и и найти кривую, выраженную 
этимъ уравненемъ, и ея геометрическя свейства,& мы не можемъ 
здфсь дать столь кратк!я и точныя правила. 

Одно, конечно, ясно. Если подставлять въ уравнене вмЪсто 
одной координаты (напримЪфръ, вм5сто х) произвольныя значен!я и 
вычислять изъ уравнен!я соотвфтствуюцйя значеня 1, то такимъ 
путемъ можетъ быть опредълено сколько угодно точекъ кривой. 
Это всегда даеть возможность, путемъ нанесен!я отдфльныхъ точекъ, 
составить себЪ представлене объ общемъ вид кривой, 
выражаемой уравненемъ, — представлене, которое можно сд$лать 
сколь угодно точнымъ, увеличивая число этихъ точекъ. 

Положимъ, напримфръ, что дано написанное выше равенство 
2} (стр. 92): 

(х— 2)? (^° + и?) — №2? =0 2) 
(но совершенно независимо, т. е. безъ всякаго указан!я относи- 
тельно его происхожден]я). вы [> 4]. Выразимъ у явно: 
И 9 (х — Г. 


Зо. 
у р 


А 
Для каждаго значеня х получаемъ два равныхъ по о. 
о \е 
ной величин, но противоположныхъ по знаку значен1я у; УСлЬдо- 


вательно, прежде всего, кривая симметрична относительно ОСИ 


х-овъ. Для того, чтобы эти значеня у были веществевными, необ- 
ходимо, чтобы выполнялось неравенство Е. НО, т. е. чтобы 
разсматриваемыя абзциссы лежали между х = и х = д. 


[Нужно исключить лишь значене х =0, ко къ для него и = 0, 
хотя И 4? —[? и представляеть собой "Мимо число.| Для пре- 


АЕ Е ОН 
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дЪльныхъ значенй х, т. е. для х=[—Чих=1+ 4 у=0. Для 
рф 
средняго значешйя х = / имБемъ: у = Е = о. 

Отсюда вытекаетъ, что кривая состоитъ изъ двухъ вЪтвей, 
изъ коихъ одна расположена сл$ва, а другая — справа отъ прямой, 
проведенной параллельно оси 1-овъ на разстоянНи х = [ отъ нея, 
и что каждая изъ вФтвей должна асимптотически приближаться къ 
этой прямой. Теперь еще нужно вставить вмЪфсто х друйя проме- 
жуточныя значен!я, чтобы боле точно установить видъ кривой. 
вм —=7, 4 = 4, ТЫГла: 

ет — 
= а 

Абсцисса х измфняется отьъ +3 до 11. Подставляя всЪ 

между ними лежанИя цфлыя значення х. получаемъь слБдующую 


маленькую табличку: 


Е | 1] 
[3-0 
в - 
ты — > 7 — 
В 
-- 5 а -7 12 = 
6 и 
—- 6 ЕР 15 3094 
ПА 
7 а 
8 и 
9 В" 
9 / 
р. . «у 
| 10 м о ©5°° 
101 - , 1 = +88 $ 
=: и | ие р) Г © 
0 «$ 


Г мВ ра 
| со 
ПослЪ нанесеня этихъ точекъ (фиг. 42) видъ кривой будеть 
въ значительной степени установленъ. Если этот еще недоста- 
точно, то подстановкой промежуточныхъ значений, напримЪръ, 


АСУ 
х = 3,5, 4,0 и т. д. точность можетъ быть произвольно увеличена. 
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Польза такого построеня кривой по точкамъ, на основами ея 
уравнен1я, очевидна, если рЪчь идетъ прежде всего объ общемъ 
видЪ кривой; однако въ большинствЪ случаевъ требуется про- 
извести изслфдоване. Оно должно. по возможности, открыть опре- 
дфленный геометричесый методъ ея образован1я, спещальное построе- 
не кривой. Оно можетъ даже дать н$сколько такихъ построенй, 
такъ какъ одна и та же кривая можетъ быть получена весьма раз- 
личными геометрическими путями. Слфдуетъ также замтить, что 
уравнен!е неявно даетъ не только видъ, внфшнШ обликъ кривой, 
но и всЪ ея особенности. Для обнаруженя послфднихъ нужно по- 
дробно изучить уравнен!е и подвергнуть его математическому ана- 
лизу. Для математика такого рода исчерпывающее изсл$доване вы- 
раженной уравнен!емъ кривой составляетъ высшую цль аналити- 
ческой геометри; здфсь онъ долженъ проявить свои дарованйя, 
тонкостью и остроумемъ примБненныхъ методовъ и обимемъ раз- 
нообразныхъ точекъ зрЪня въ изсл$довани идти къ своей ц$ли. 

Разумъется, элементарный учебникъ не можетъ вводить въ. 
отдаленныя области этой теори; но онъ долженъ съ н$которой 
полнотой изложить такого рода изсл$дованя примЪфнительно къ 
простфйшимъ кривымъ, т$мъ боле что именно эти кривыя играютъ 
вакнфИйшую роль во всфхъ примфненяхъ. Эта задача впредь бу- 
деть у насъ стоять на первомъ план$. 

Возвратимся, однако, еще разъ къ нашему уравненю 2), 
чтобы на этомъ примЪрЪ показать, какъ въ простфйшихъ случаяхъ 
слфдуетъ „истолковывать“ такого рода уравнене. Встрфчающееся 
тамъ выражене х? -|- 1/°, согласно равенству 1) $ 4-го, тождественно 
съ квадратомъ разстояня т перемфнной точки Р отъ точки О, 
такъ что уравнен!е можетъ быть написано и въ такомъ видЪ: 


Е и и — 
(х—/)?. 1 < 0% = © а 
слЪдовательно, ех 
их о 
ы 4 — ми РИ [ 9 
№ — 
СУ 
Для правой вЪ$тви слфдуетъ брать знакъ -|, _@ для ЛЪВОЙ 
знакь —. Это уравнене лучше приспособлено д; рр 


построеня. Но можно пойти еще дальше, ам сать послфднее 
уравнене (взявъ знакъ --) въ видЪ пропорции: ь 


м5 
ЗУ 


ее 
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<ъ другой стороны, сама фигура 42 также приводитъ къ пропор- 
щи, именно: 


г: РО = ое 


Сравнивая, получимъ: 
РО =! 
такъ что мы теперь, исходя отъ уравненя конхоиды, вновь пришли 
къ тому же построенйю, отъ котораго мы исходили прежде. 


Задачи. 


1. Данъ прямоугольникьъ АВСО. Найти уравнене геометри- 
ческаго мЪста всъхъ точекъ Р, для которыхь АР-- СР =ВР-+ ОР. 
(Полагаемь АВ =2а, ВС = 26 и за оси принимаемъ прямыя, 
соединяюц!я середины противоположныхъ сторонъ). 

2. Даны точки Р, (1, —2), Р.(—3, +1). Найти уравне- 
не геометрическаго мфста всфхъ точекъ Р, для которыхъ > Р, РР, 


к 


{считая справа налЪво) равенъ т 


3. Обыкновенная или Бернуллева лемниската есть геометри- 
ческое мфсто всфхъ точекъ, для которыхъ произведене ихъ разсто- 
янй оть двухъ постоянныхъь точекъ № и А, (разстояше между 
послфдними равно 2е) есть постоянная величина и равно с*. Найти 
ея уравнен!е. ЗтЬмъ предлагается ввести полярныя координаты. 

4. Подъ антипараллелограммомъ разумфютъ фигуру, соста- 
вленную изъ четырехъ отрЪзковъ, которая получается, если эти от- 
рфзки первоначально были сторонами параллелограмма и затфмъ одинъ 
изъ двухъ треугольниковъ, на которые онъ раздЪляется дагональю, 
перегнутъ вокругъ этой д1агонали. Будемъ теперь разсматривать эти 
четыре стороны, какъ неизмфняемые стержни, свободно вращающиеся 
вокругъ вершинъ, и одинъ изъ стержней укрфпимъ неподвижно; 
какую кривую опишетъ тогда середина противолежащаго стержня: > 


$ 8. 65” 


Параметрическое выражене кривыхъ. — Семейства кри- 
выхЪъ. — Трансцендентныя и алгебраическя абы. 


Кром одного уравненя, существуетъ еще друк часто при- 
м$5няемый способъ аналитическаго выражен я кривыхт, параметри- 
ческй, состоящий въ томъ, что координаты х АУ) выражаются че- 
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резь третью величину — такъ называемый параметръ *) — ко- 
торая имБетъ какое-нибудь второстепенное геометрическое значен!е. 
Если обозначить этотъ параметръ черезъ #, то наиболЪе общее па- 
раметрическое выражене дается уравненйями вида 


Х=ф, (1) 1) 
у =ф. (1), 
гдЪ символы ф, и ф, обозначають какя-нибудь функши отъ {. 
Уравнен!е же кривой получится, если изъ равенствъ 1) 
ИСКЛЮЧИТЬ РЁ. 


ПримЪры. 1. Уравненя 3) и 4) $ 5-го: 


3 А —_ ^^. | 
х=-, —.— 
] — А 


х=я 


г ИЛИ 
 — ^1. 
] ый 


| = У Ша} 


представляютъ прямую, проходящую черезъ двЪ точки Р; (ху, И\). 
Р, (хо, 5); въ первомъ случаф она выражена съ помощью параметра А, 
а во второмъ случаЪ съ помощью параметра '». То обстоятельство, что 
здЪсь ^, равно какъь и и, представляетъ отношене точекъ Р,, Р, 
и перем$нной точки, играетъ при этомъ совершенно второстепен- 
ную роль. Шо исключени ^ или м получается поэтому уравнене 
прямой. Выполняя вычисленя, легко убЪфдиться, что, дфйствительно, 


въ обоихъ случаяхъ получается одно и то же уравнене, именно, 


ах му + с=0, 
а. 


р—= — (х, —х 
с = —,/. + 9:>,. 
2. ДалЪе, уравненя 2) 5 4-го (стр. 59): 


ГДЪ 


х =®. 06550 «у 
И =/- Ш ф о „© 
представляютъ уравнен!я круга, если разсматривать г, «аку ибстоян. 


ную величину, а ф, какъ параметръ. Исключеше. ф сы” помощью 
© 

*) Слово параметръ получило въ настои Ари много- 

стороннее значен!е; обыкновенно его связываютъ-6% величиной, кото- 

рая играетъ нзкоторую второстепенную роль на ря ду съ другими вели- 


чинами, имЪющими главное значене. \ 
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равенства $1?ф -- с03*ф =1 немедленно приводить къ уравненю 


жи — ты, 
т. е. къ уравненю круга. 

3. Третьимъ прим5ромъ намъ послужитъ обыкновенная циклоида, 
представляющая собою путь точки на окружности круга, катящагося 
по прямой. Примемъ (фиг. 44) эту прямую за ось х-овъ, а точку 
(), съ которой совпадаетъ разсматриваемая точка окружности въ ея 
наинизшемъ положен!и, за начало. ПослЪ того, какъ прокатится 
часть РЭ окружности — отвфчающий ей центральный уголъ ф здЪсь 
будетъ введенъ въ качествЪ пара- 
метра —, точка О придетъ въ по- 
ложенге Р. Прежде всего, условемъ 
катан1я является равенство: отрЪ- 
зокъ (5 = дуг Р5, т. е. 

05 =р.Ф, 
откуда, пользуясь треугольникомъ 


РКМ, находимъ: 
х=р(ф — ту) Фиг. 44. 
и=р(1 — с0$ ф). 

ВмстБ съ тмь нами получено параметрическое выраже- 

не циклоиды. Для образованйя ея уравнен1я слфдуетъ исключить ф. 

Изъ второго равенства вытекаетъ: 


зы РВ 
с0зф =‘_—, такъ что 


> 


р 


о 
Ув о Н 


$шф = 
р 
а 
ф = агссо$ р, 
Подставляемъ въ первое равенство: 
и < В 
хр. агссо8 Три}. е 
у © 
©, 


Однако, въ данномъ случаф предпочитаютъ параметрическое 
выражен!е кривой, да и вообще часто отдаютъ предпочф ние про- 
стому параметрическому выраженйо предъ сложнымъ\ равнешемъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, изъ параметрическаго выражен!я путемь подстановки 
различныхъ значенй параметра немедленно полузаень сколько угодно 


и 


©° 


АУ 


У 
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точекъ кривой; между т5мъ какъ при сложномъ уравнени вычисле- 
не координатъ можеть оказаться очень затруднительнымъ. 

Поэтому обыкновенно удобное параметрическое выражене 
мы будемъ сохранять, не преобразовывая его въ оконча- 
тельное уравнен!е путемъ исключен!я параметра. Наоборотъ, 
гд5 представится случай ввести удобное параметрическое выраже- 
не, имъ слфдуетъ воспользоваться. 

Такъ напр., полярное уравнене конхоиды (стр. 91) имБло 
видъЪ: 


# = а а. 


со ф 
Если подставить это значене 7 въ формулы для прямоуголь- 
ныхъ координатъ х =7с0$ф, у=гзшоф, то получимъ уравнен!я 
х =1- 4с0$ф 
у=Ирф--аэтф, 
даюцИя параметрическое выражен1е кривой. 
ВмЪсто параметра ф, который здЪсь входитъ подъ знакомъ 
тригонометрическихъ функшй, легко ввести алгебраическя и даже 


рацюональныя функши другого параметра {#, полагая ео —#. Товяа. 


21 и. 2 
Г И 


Подставляя въ прежня уравнен!я, получаемъ: 
ина е@-де 
в ПИТА 

‚2 @+9-09-а4)е 

ЕН о 


> 


Изъ параметрическаго выраженя окончательное уравнене 
получается путемъ исключен!я. Обратная же задача, изъ уравненя 
Е(х, |) =0 кривой найти‘ ея параметрическое выраженге, очевидно, 
является неопредЪфленной, такъ какъ въ качествЪ парзметра. Чожно 
ввести любую величину, зависящую отъ х ии. Если, напр.›принять 
за параметръ самую абсциссу х, то первое изъ УаНОНе 1) перехо- 
дитъ въ равенство х =х и отпадаетъ, а второе уран 1) = ф. (х) 
есть явный видъ уравнен!я кривой. \© 

Если уравнене сложно, то, по большей части, было бы тщет- 


нымъ стараться найти подходящее параметрическое выражен!е: 
“СУ 
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однако, иной разъ его можно найти, искусно воспользовавшись осо- 
быми свойствами уравненйя. 
Пусть, напр., дано уравнене *) 


хЗ--13 — аху =0; 
полагая зд$сь ^ =[, И=лёЁ, получаемъ: 


д З-а 1 0, 


дфля обЪ части уравненя на х? и опредВляя х, 


получимъ: 
ЯР кей 
а. 
118 
откуда: 
21° 
1 Е ти ; Фиг. 45. 


такимъ образомъ, мы пришли къ весьма простому параметрическому 
выражен!ю кривой. 

Въ чемъ же собственно здфсь заключается упомянутое выше 
особенное свойство уравненя х3-Р 13 — аху = 0? Очевидно, въ 


томъ обстоятельствЪ. что въ него входятъ лишь члены третьей и 


И 
второй степени; и легко усмотр$ть, что та же подстановка Явы“ 


столь же быстро приводитъ къ простому параметрическому вы- 
раженю и въ томь случаЪ, если уравнене вообще содержитъ 
лишь члены и-ой и (п-——1)-ой степени. 

Наконецъ, упомянемъ еще о томъ, что параметрическое выра- 
жене 1) имБетъ важное значене въ механик$, когда рЪфчь идетъ 
о движени точки въ плоскости. Въ этомъ случаф, по большей 
части, за параметръ принимаютъ время /, отсчитываемое отъ н$ко- 
тораго даннаго начальнаго момента. Уравненя 1) становятся при 
этомъ уравнен!ями движен!я, которыя позволяютъ вычислить полос” 
жене движущейся точки въ любой моментъ. Исключеше #1 пля На 
хождения уравнен!я пути, конечно, вь простЪйшихъ случаях” вы- 
полняется; однако ‘достаточно извфстны случаи, напр. въ детроно- 
ми, въ которыхъ напередъ отказываются производить исключенте 


Такъ какъ оно приводитъ кь непреодолимымъ ть И ТЯ- 


__ м 0” 
*) Это есть уравнене одной указанной Декартомъ кривой, Декар- 


това листа, которая имЪетъ изображенную на фик 45 форму. 
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гостнымъ вычисленямъ, при чемъ въ результатЪ въ лучшемъ случаЪ 
получается такое уравнен!е, которое весьма мало пригодно для 
изслЪдованя. 


До сихъ поръ мы всегда разсматривали лишь одну 
кривую. Однако иногда представляется необходимымъ разсматривать 
одновременно безконечное множество кривыхъ. напримфръ, всЪ 
прямыя, касательныя къ данной окружности, вс окружности, каса- 
юш1яся двухъ данныхъ окружностей, и т. д. Такую совокупность 
кривыхъ, такъ называмое семейство кривыхъ, невозможно 
выразить, написавьъ въ отдфльности уравнене каждой кривой, 
такъ какъ ихъ неограниченное множество. Въ подобномъ случаЪ 
пользуются однимъ уравнен!емъ, въ которое, кром$ х и 1, вхо- 
дитъ еще одинъ или нфсколько параметровъ ^, ч,... Въ самомъ 
Дл, если дано уравнене вида: 

о 
то при данныхъ значеняхъ ^, м... оно представляетъь уравнене 
между хи 1/. Если же измфнять значеня параметровъ ^, ц,..., то 
изм$няется и кривая, и въ этомъ смысл уравнене предста- 
вляетъ всф эти кривыя одновременно. Такъ, напримЪръ, 
уравнен!е каждой прямой, проходящей черезъ начало, имБетъ видъ: 
= о. 
уравнене же 
жи =0 

представляетъ вс концентрическе круги, описанные вокругъ на- 
чала, если г разсматривать, какъ параметръ, который сохраняетъ 
постоянное значеше для одного и того же круга, но м5няетъ 
его при переходЪ отъ одного круга къ другому. к, 


Зам чанте. Въ зависимости отъ того, ты Га ’лишь 
одинъ параметръ ^, или два: лиц, или три: ^, в 0 Ми т. т 
семейство кривыхъ называютъ однократно, двукратио, трехкратно 
ит. д. безконечнымъ многообраз1емъ. Такъ, всЪ пря ыЯрини плоскости 
образуютъ двукратно безконечное о Аа всЪ окружности 
плоскости — трехкратно безконечное многообрае. Само собой разу- 


мБется, при такомъ подразд$лени допускается, что число парамет- 
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ровъ не можетъ быть сведено къ меньшему. Если кто либо напи- 
шетъ уравнене 
ах -- фу с = 

и станетъ разсматривать а, 6, с, какъ три параметра, то все же 
семейство кривыхъ (оно состоитъ изъ всфхъ прямыхъ линЙ) пред- 
ставить собой лишь двукратно безконечное многообраз1е, такъ какъ, 
наприм$ръ, раздфливъ на а, мы представимъ уравиене въ та- 
комъ видЪ: 


де пу = 


такъ что въ нашемъ распоряжени остаются лишь два параметра 
| й 
о’ а 
а Г 

Понят1е объ уравнен!и кривой даетъ поводъ къ подразд$ле- 
нио кривыхъ на алгебраическя и трансцендентныя. Кривая назы- 
вается алгебраической, если въ ея уравнен]и надъ величинами хи у 
производятся лишь алгебраическя операщи (сложене, вычитане, 
умножен!е, дфлене, возведене въ степень и извлечене корня). Въ 
противномъ случа кривая называется трансцендентной. 

Такъ, напримЪръ, уравнен!е 


3 
Ка ЕО 3 ро 
представляетъ алгебраическую кривую; наоборотъ, циклоида есть 
трансцендентная кривая, такъ какъ въ ея уравнене, кромЪ алгебра- 
ическихъ выраженй, входить еще и трансцендентное, именно, 


== | 
агс со ь- У, и въ это трансцендентное выражене входитъ коор- 


о 
дината 1. 

Предметомъ аналитической геометр1и, собственно, является из- 
слфдован!е алгебраическихъ кривыхъ — и по слфдующимъ основа” 
нямъ: во-первыхъ, наиболЪе простыя и важныя кривыя, прямая 
линя, кругъ, эллипсъ, гипербола, парабола, суть алребраиче- 
скя; во-вторыхъ, для алгебраическихъ кривыхъ существуеть прин- 
ципъ классификаши (напримфръ, по степенямъ ихъ ‘равненИ), от- 
сутствующий въ отношении трансцендентныхь кривых, наконецъ, въ 
третьихъ, нфтъ вовсе общей теор!и трансценденз ных кривыхъ, такъ 


какъ высшей математикЪ извфстны самые ра Вые виды трансцен- 
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дентныхъ функщй. Поэтому трансцендентныя кривыя встрЪчаются 
почти исключительно въ учебникахъь дифференщальнаго и интег- 
ральнаго исчисленй для иллюстращи трансцендентныхъ функщй, 
или же въ такихъ практическихъ примЪфненяхъ аналитической геомет- 
ри, при которыхъ дВло, главнымъ образомъ. идетъ о внфшнемъ видЪ 
этихъ кривыхъ; но внфшныйЙ видъ кривой, конечно, можетъ быть 
установленъ по уравнен!ю ея независимо отъ того, будетъ ли оно 
алгебраическимъ или трансцендентнымъ. 

Поэтому въ послБдующемъ изложени мы будемъ разсматри- 
вать лишь алгебраическя кривыя. Прежде всего умфстно замЪтить. 
что ихъ уравненйя всегда могутъ быть приведены къ н$которому 
совершенно опредЪфленному виду. Знаменателя нфть основаня со- 
хранять, ибо отъ него можно освободиться путемь умножения. 
То же справедливо и въ отношении могущихъ встрЪтиться ради- 
каленыхъ выражен, которыя также (какъ учить высшая алгебра) 
могутъ быть исключены изъ уравненя съ помощью соотв тствую- 
щаго преобразованя, называемаго приведенемъ къ ращональному 
виду. Если затЪмъ въ преобразованномъ такимъь образомъ уравне- 
ни раскрыть вс$ скобки, то окончательно уравнене будетъ содер- 
жать только члены вида: 

д, ВЕ. 7, 
гдф с есть постоянная, а ри 4-— цБлыя числа, при чемъ, разум$- 
ется, подобные члены, т. е. таке, въ которыхь риа имфютъ 
однф и тЪ же значен1я, должны быть соединены въ одинъ. Такъ 
напр., уравнене конхоиды 2) 5 7-го (стр. 90) 
(х — 1) (2-Е у?) -- ^? =0 
путемьъ замфны квадрата (х— Г)? развернутымъ выраженемъ 
х*— 2х -ЕР и умноженЯ его на лх?-[ 1/° преобразуется къ виду: 
ху? — 2153 — 25? - (Р -- 4?) хз -- Ру? =0. Ге. 

Опредфлен{е. Степень члена с.х’.17 есть ру, думма 
показателей. Степень постоянной с слБдуеть поэтому подожить 
равной 0, такъ какъ можно написать, что с= ОВС” 

Такимъ образомъ, уравнене конхоиды содержит» два члена 
четвертой степени, два— третьей и два— второй. < 

ОпредЪ ленте. Степенью уравненйя, освабожденнаго отъ 
корней и знаменателей и содержащаго лишь 9% чы вида 


\ 
>. ХР. 1/1 СУ 
( Хх 1 ) ъ _ 
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называется высшая изъ степеней его членовъ. Эту степень отно- 
сятъ къ самой кривой, при чемъ ее называютъ также порядкомъ 
кривой. Такъ, говорятъ о кривыхъ первой степени или перваго по- 
рядка (прямыя лини), о кривыхъ второй степени или второго 
порядка и т. д. Наша конхоида есть кривая четвертаго порядка. 

Сл$дующая чрезвычайно важная теорема показываетъ, что 
наивысшая степень играетъ р5шающую роль, независимо отъ 
того, имфетъ ли эту степень лишь одинъ членъ или ее имБютъ 
нфсколько членовъ. 

Теорема. Степень уравнен!я кривой совершен- 
но не зависитъ отъ выбора системы координатъ. 

Доказательство. Согласно $ 4, формулы преобразован!я 
ИМЪЮТЪ ВИДЪ: 

х =а-ах ау 
у=Ь-Ах Ву. 

Если Р(х, {/) =0 есть уравнеше кривой въ первой систем, 
то уравнене во второй систем. получится, разумфется, путемъ под- 
становки этихъ формулъ. Пусть членъ с.х?’.17 входитъ въ составъ 
функши Р(х, и). Изъ него послЪ преобразованя получится: 

с.(а-алх + ау). (р Ъ-Ьх Ву м. 
Если мы теперь развернемъ степени, по теоремЪ о полиномахъ, 
и произведемъ перемножене, то мы получимъ цБлый рядъ чле- 
новъ новаго уравнен!я. Ясно, что множитель (а ах’ | ау’)? мо- 
жетъ дать лишь члены 0°”, 1°й 2°й,... рой степени, равнымъ обра- 
зомъ, второй множитель (В -- Р.х' | 2.’ можетъ дать лишь члены 
0°й, 1°й, 29°... 0°* степени. Такимъ образомъ, ихъ произведен!е 
содержить лишь члены 0%, 19... (р- 4)" степени. Поэтому, 
если взятый членъ с.х?-11 не иметь наивысшую для уравнен!я 
степень и, то изъ него получаются лишь члены, которые также не д. 
достигають высшей степени. Если же его степень есть и, т. в 
р-+4=1, то изъ него, кром$ членовъ низшихъ степеней, получают 
и члены степени и. Поэтому преобразоване координатъ Никола не 
можетъ повысить степени. Остается лишь возможность, что ‚ пос прни- 
ведения подобныхъ членовъ, полученныхъ при преобразовании, члены 
12°" степени взаимно уничтожатся, такъ что степеньо ‘уравненя ока- 
жется пониженной. Но и эта возможность исключ Чается, такъ какъ 
въ противномъ случаЪ обратный переходъ 0755 системы х, И К 
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систем х, у повысилъ бы эту степень, такъ какъ при этомъ должно 
было бы получиться снова исходное уравнен!е. Итакъ, степень урав- 
нен!я должна остаться неизмфнной, что и требовалось доказать. 

Согласно $ 4, не только преобразоване прямоугольныхъ ко- 
ординатъ къ другимъ прямоугольнымъ координатамъ есть преобра- 
зоване первой степени, но и преобразован!е прямоугольныхъ къ 
косоугольнымъ, а также преобразован!е косоугольныхъ къ другимъ 
косоугольнымъ; слфдовательно, приведенное выше доказательство 
представляется совершенно общимъ. 

Итакъ, степень уравнен1я даетъ превосходный принципъ клас- 
сификащши кривыхъ, который на дЪфлЪ оказывается весьма удобнымъ. 
Кривыя длятся на кривыя перваго порядка (прямыя лини), кривыя 
второго порядка (кругъ, эллипсъ, гипербола, парабола и пара пря- 
мыхЪ), кривыя третьяго порядка и т. д. 

Само собою разумЪется, изслфдоване геометрическихъ свойствъ 
кривыхъ т5мъ труднЪе, чБмъ выше ихъ порядокъ. Представляется 
цфлесообразнымъ отдфльно разсматривать кривыя перваго и второго 
порядковъ уже потому, что онф примфняются несравненно чаще, 
ч$мъ кривыя высшихъ порядковъ. Онф образуютъ замкнутую въ 
себЪ область, которая должна быть обстоятельно изучена въ каж- 
ДоМЪ учебникЪ аналитической геометр!и. ПослЪ этого обыкновенно 
не переходятъ посл$довательно къ кривымъ третьей, четвертой 
и т. д. степеней, но сразу вводятъ въ разсмотрфне высиция алге- 
браическя кривыя. Но эти изслЪдованйя столь тфсно связаны съ 
изслфдован!ями высшаго анализа, что они не годятся для учебника, 
долженствующаго изложить лишь элементы. Все же полезно знать, 
по крайней м5рЪ, простЬйшия обийя теоремы относительно алге- 
браическихъ кривыхъ, въ виду чего мы приведемъ ихъ въ своемъ 
мЪстЪ, хотя отчасти безъ доказательствъ. 

Прежде всего говорятъ объ общемъ уравнении первой 8% 
пени, объ общемъ уравнен!и второй степени ит. д., въ & тиво- 
положность частному уравненю первой, второй и т. ды < <тепеней. 


Такъ, общее уравнен!е первой степени ке виДЪ: хх 


ах + Вис = \©, 
если три коэффищента разсматриваются, хотя ВАУ Ь но про- 
ИЗВОЛЬНО Данныя числа, такъ что относительно их нельзя сд$лать 
никакого частнаго предположен!я, пока уравйеше должно оставаться 
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общимъ;: они могутъ имфть каюя угодно значеня. (Исключается, 
конечно, возможность, чтобы всф три коэффищента были равны 0, 
такъ какъ тогда уравнене становится тождествомъ, т. е. перестаетъ 
быть уравненемь). 

Поэтому общее уравнене первой степени имфетъ три члена, 
одинъ— вида 1.х, другой—вида р. 1 и постоянный членъ с. Этимъ 
не исключена возможность, чтобы вт, отдфльныхъ случаяхъ было 
меньше членовъ. Если, напр., прямая совпадаетъ съ осью х-овъ, 
то она имфетъ уравнене и=0; здЪсь существуетъ лишь второй 
изъ трехъ членовъ. Однако, если угодно, можно уравнен1е написать 
въ такомъ видЪ, чтобы оно им$ло вс три члена, именно: 

О -- в 
Такимъ образомъ, для того чтобы изъ общаго уравненя первой 
степени получить уравнене оси х-овъ, въ общемъ уравнен1и нужно 
положить 0=0, В=1, $ =0. 

Общее уравнене первой степени обнимаетъ, можно сказать, 
вс прямыя лини, и каждая изъ нихь выражается, однимъ изъ 
частныхъ случаевъ этого уравнен!я. 

То же относится и къ уравненямъ второй, третьей и т. д. 
степеней. Общее уравнене второй степени имфетъ видъ: 


ах В. ху с. Ра. х-е.чу- }=0. 

Оно содержитъ шесть членовъ, изъ коихъ опять таки въ 
частныхъ случаяхъ н5фкоторые могутъ отсутствовать (такъ какъ соот- 
вфтствующе коэффишенты равны нулю), какъ, напр., въ уравнени 
круга, отнесенномъ къ центру: 


д 1 — т =0. 
Равнымъ образомъ, общее уравнене третьей степени имфетъ 
ВИДЪ: 
ах р. му с. ху? 4.13 Не. Е}. ху о. Ь.х У 


а. м. _ 4 


Оно содержитъ десять членовъ. Если пойти дальше, то прежде 
всего возникаетъ вопросъ о формул для числа членовъ ‹уравненя 
и°й степени. Ее очень легко найти. Такое уравнен!е ит 

постоянный членъ (членъ 0% пани" 
два члена первой степени, 5х 
три члена второй степени, ,_ 
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четыре члена третьей степени, 
и т. д. вплоть до 
п 1 членовъ 7°* степени. 


Такимъ образомъ, число членовъ общаго уравненйя 72°” сте- 
пени равно 


ао 


СлЪдовательно, такое уравнене имЪетъ 


коэф- 
фищентовъ а, р, с... ЗамЪфтимъ, однако, разъ навсегда, что важны 
не сами коэффишенты, но лишь ихъ отношен!я; въ самомъ 
ДЪлЪ, если мы, напримЪфръ, хотимъ всЪ коэффишенты увеличить въ 
три раза, то умножаемъ всЪ члены уравнен!я на 3. Поэтому можно 
также сдБлать произвольный коэффищентъ равнымъ единицЪ, раздЪ- 
ливЪъ на него всЪ члены уравненмя (за исключенемъ того случая, 
когда этоть коэффишентъ случайно равенъ 0, такъ какъ дфлене 
на нуль невозможно). 

Прямая опред$ляется двумя ея точками. Она опредЪфляется также 
одной точкой и направленемъ или же направленемъ и разстоянемъ 
отъ данной точки (въ послфлнемъ случа, впрочемъ, двузначно, 
такъ какъ существуетъ дв так я прямыя). Можно еще многими дру- 
гими способами опред$лять прямую съ помощью тфхъ или иныхъ усло- 
в!й; но всегда либо число этихъ условйй есть два, либо они могутъ 
быть сведены къ двумъ услов!ямъ. Именно, каждое услове даетъ 
уравнен!е, связывающее коэффишенты а, р, с, и такъ какъ одинъ 
изъ нихъ, какъ это было разъяснено выше, можетъ быть взятъ по 


иО@+2) 
й 


произволу, то мы получаемъ тогда два уравнен!я съ двумя неиз- 


й а 5% 
вфстными Ее. — и Я. изъ которыхъ послфдн!я могутъ быть 
С 6 
опред$лены. «У 


При переходф къ кривымъ 1°"” степени получается 5 
Теорема. Кривая 1"° порядка опредФ/Ляется 
о 
(и) (# 2) п(п-- 3) 
|= услов ями. г 
| ©” 
Такимъ образомъ, въ частности, кривая | ак а опред$- 
с 5. 


И 


мет: —— ея точками, такъ что криванв торого порядка опре- 
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дфляется пятью точками, кривая третьяго порядка— девятью точ- 
ками и т. д.*”). СоотвЪтствующее уравнен1е, естественно, находятъ 
такъ: пишутъ общее уравнене 


ам В. мощ... =0 


въ него подставляютъ координаты послфдовательно первой, вто- 


рой, третьей,... точекъ, и затфмъ величины а, В, с, 4... или— 

вфрнфе— ихъ отношеня разсматриваютъ, какъ неизв$стныя, подле- 
п (п-- 3) 

жация опредфленю. При этомъ получается КЕ" уравненй отно- 


сительно а, в, с... 

Примфръ разъяснитъ это 
лучше всего. 

Задача (фиг. 46). Кри- 
вая второго порядка прохо- 
дить черезъ пять точекъ 
В м— 1, 0), ВЕ 0), 
Р. (0. +3), #208, 55), 
Р (+2, - 3). Какой видъ 
имфетъ ея уравнене? 

Ръшен!е. Возьмемъ 
общее уравнене второй сте- 
пени: 


ах? -- вху -Ё су? - ах + 
гу +/=0 
и послдовательно подста- 
вимъ въ него координаты 
пяти точекъ. Мы получимъ пять уравнений: 


а— а4ф}=0 

25а -- 54 + }=0 р 
9е + Зе + /=0 „© 
4—9 + }=0 67 
4а-- 6-2 9 24-1 Зе + Г=0. $” 


*) Это имЪетъ мЪсто вообще. Въ частныхъ ее окбры выс- 
шихъ кривыхъ знаетъ исключен!я. Такъ, напр., всЪ кривы ретьяго по- 
рядка, проходящя черезъ 8 точекъ, проходятъ также _черевъ нЪкоторую 
девятую точку, такъ что такими 9 точками кривая. ‚ третьяго порядка не 
опредЪляется. с 


ЕЕ ЕЕ Е НЕЕ 


114 $ 8. ПАРАМ. ВЫРАЖЕНИЕ КРИВЫХЪ. — СЕМЕЙСТВА КРИВЫХЪ. 


Попытаемся выразить всЪ коэффищенты черезъ {. Два первыя 
уравнен1я даютъ: 


] 4] 
ИР ОЕ 
Подобнымъ же образомъ, изъ третьяго и четвертаго уравне- 
НЙ вытекаетъ: 
=. е=+2. 
Подставляемъ полученныя выражен!я въ послфднее уравнене: 


4 ре у 
о г —° 
А 
РАБЫ —" 

Коэффищентъь } остается совершенно произвольнымъ. Лучше 
всего положить его равнымъ наименьшему кратному знаменателей, 
т. е. 30, для того чтобы всЪ коэффищенты были цфлыми числами. 
При {= 30 

а=— 6, р= —4, с=— 5, 4=+ 24, е=-ф5, {=-- 80, 
такъ что искомое уравнене имЪетъ видъ: 

— 6х? — 4ху — 5? + 24х | 5у + 30 =0:; 
правильность результата можетъ быть провЪрена теперь путемъ под- 
становки координатъ данныхъ точекъ. 

Кривая, какъ будетъ показано въ 5 17, представляетъ со- 
бою эллипсъ. 

Прим чан!е. Если три изъ пяти данныхъ точекъ лежатъ 
на одной прямой, то кривая распадается на двЪ прямыя, именно, 
на упомянутую выше прямую и на прямую, соединяющую осталь- 
ныя двЪ точки. Если же четыре изъ пяти точекъ лежать на одной 
прямой, то черезъ данныя точки проходитъ безконечное ма 
кривыхъ второго порядка, изъ коихъ каждая состоитъ изъ” этой 
прямой и какой-либо другой, проходящей черезъ пятую тодку. Та- 
кимъ образомъ, въ этомъ случаф задача оказывается едирелфлен» 
ной, въ чемъ также легко можно убЪфдиться путемъ (ВЫчисленйя на 
какомъ-нибудь примЪръ. © 

Если даны двЪ кривыя: \ 

Г (х, у) =0, ф(х, 55% 


Т% 
изъ коихъ одна порядка т, а другая —\\’ то координаты х, и 
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каждой точки ихъ пересЪченя должны удовлетворять обоимъ урав- 
ненямъ. И наоборотъ, если координаты х, у какой-нибудь точки 
удовлетворяютъ обоимъ уравненямъ, то она является общей точ- 
кой обЪфихъ кривыхъ, т. е. точкой ихъ пересфченя. Поэтому точки 
пересБченя получаются, если мы соединимъ оба уравнен!я въ одну 
систему и вычислимъ изъ нихъ значешя х, у, какъ „неизвфстныхъ“. 
Какъ учитъ высшая алгебра, вообще существуетъ т.п паръ зна- 
чешй (х, И) неизвЪстныхъ. .Такимъ образомъ: 

Кривая 21-го порядка и кривая 11-го порядка пере- 
<Ъкаются въ ш.м (вещественныхъ или мнимыхъ) 
точкахъ. 

Справедливость этого предложеня, по крайней мЪръ, въ част- 
номъ случа легко обнаружить. Положимъ, что какъ функщя 
Е(х, у), такъ и функщя ф(х, И) распадается на множителей пер- 
вой степени. Тогда первая кривая состоитъ изъ т, а вторая изъ н 
прямыхъ, и точки пересфчен!я суть не что иное, какъ обия точки 
каждой изъ т первыхъ прямыхъ съ каждой изъ ип послЪднихъ. 
Число ихъ поэтому равно т. и, что и требовалось доказать. 

Если положить 7 = 1, то получимъ особенно важный част- 
ный случай: 

Кривая я-го порядка пересЪ кается каждой пря- 
мой въ п точкахъ. 

Теорема относительно числа точекъ перес$чен1я, имЪетъ, однако, 
исключен1я. ДвЪ изъ этихъ точекъ могутъ „совпасть“ въ одну, 
тогда кривыя касаются въ ней вмфсто того, чтобы пересЪкаться. 
[Если же въ одной точкЪ совпадаютъ три точки перес$ченя, то го- 
ворятъ о касани или соприкасан!и 2-го порядка, при четырехъ точ- 
‹ахъ— о касанйи 3-го порядка и т. д.]. Можеть также случиться, 
что обЪ кривыя распадаются и имфютъ общую часть. Тогда подле- д. 
жать опредъленю еще лишь точки пересЪченя тфхъ кривыхъ, ко 


о © 
торыя остаются послф удаленя этой общей части. АЯ 
@” 
Задачи. 5 


параметра: 
5 Зи — м 6—4 — 11 


“ати 97 ати 


найти ея уравнене. с 


р 
р 
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2. Дано семейство кривыхъ: 


(Софокусныя коническя сфченйя.) Требуется найти т кривыя се- 
мейства, которыя проходятъ черезъ точку Р(- 3, 2,4). 
3. Кривая, уравнен!е которой есть: 


Хх хи | 3х — 9 = 0, 
проходитъ черезъ точку Р(-1, 1). Требуется выразить коорди- 
наты ея точекъ въ зависимости отъ параметра, проведя черезъ. 
точку Р и произвольную точку кривой прямую лин!ю и разсматри- 
вая угловой коэффищентъ послфдней т, какъ параметръ. 


$ 9. 


Кривая перваго порядка или прямая линя. — Различные виды 
ея уравнен1я. — Нормальный видъ Гессе. Перпендикуляръ 
изъ точки на прямую. — ДвЪ$ прямыя. 


Теорема. Прямая лин!я есть кривая перваго 
порядка. 
р р) „ 
Доказательство. Пусть Р, (х., и), Р. (хо, и.) будутъ двъ 
данныя на ней точки; тогда равенство 4) 5 5-го (стр. 71) даеть 
слЪдующИя параметрическя выражен1я координатъ точки прямой: 


х=х, в (х. —х,) 
у=и, + ы (и, —19,). 


Исключая \, получаемъ: 


х—х: _ У 
го: бе «У 
У 
ИЛИ ‚ ©° 
Е Реж — и 
х (у, — 91) + У (х, —х,) - (у, — ух!) = 0. © 
< 
Поэтому, если положить: о 
2 _ а 
уз — И = а, м — ль =, №, — УХ, 25 
. —_ 
то уравнене прямой приметъ видъ: \ У 
аж Е Бу с =0, 59 1) 
о — 


что и требовалось доказать. ^\СУ 
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Обратная теорема. Каждое уравнен!е первой 
степени представляетъ прямую лин!ю. 
Доказательство. Пусть будетъ дано уравене 1) и пусть 
Р, (х., и), Р. (х,, и.) будутъ двЪ точки, координаты которыхъ удо- 
влетворяютъ этому уравненю, такъ что 
ах + -Нс=о0 
ах, | би. с = 0. 


Если разрфшимъ эти уравненя относительно @ и В, то по- 


лучимъ: 
(4—1). т в — — №2) 
Е Ха — 7 
Такъ какъ с произвольно, то положимъ с = х.И, — Их, от- 
куда а =, — 1, ВР=х, —х.. 


Уравнен!е тогда приметъ видъ: 
х (9, — 91) + и (х, — №) + (№, — 9х!) =0 

и совпадетъь съ выведеннымъ выше уравненемъ прямой, прохо- 
дящей черезъ точки Р; и Рь, что и требовалось доказать. 

Если даны численныя значеня коэффищентовъ, напримЪръ: 

3х — 4 11 = 0, 

то для графическаго представлен!я прямой на чертеж вычисляютъ 
как!я-нибудь двЪф ея точки, напримфръ, точки съ абсциссами 


х ==, ЕСТЬ 8. 
Путемъ подстановки получаемъ немедленно: 
1 23 


И = Го 


1 
и проводимъ прямую черезъ об точки Р, а 3, + и 


23 
в, (++ +1} 


Зам чан!е. Теоретически прямая опредЪляется двумя точ БУ 
ками; при черчени же положене третьей точки на ней оказываетея 
тфмъ менфе опредфленнымъ, чфмъ дальше она отстоитъ РИ 
двухъ точекъ. Въ этомъ ясно проявляются преимущества у р: авнен1я. 
Ноложимъ, чертежъ настолько великъ, что на немъ_ помьщается 
еще точка съ абсциссой х = -- 100, тогда при измфрены ординаты 
съ помощью линейки по большей части вкрадывается замЪтная по- 
гр. шность, которой можно избЪфжать, если обратиться къ уравне- 
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ма 


ню и положить въ немъ х = - 100, что дасть и = : 


= -{ 773/.. 

Это имфеть м5Ъсто почти всегда. Геометрическя постооеня 
обыкновенно имфютъ большое преимущество въ простотЪ и легко- 
сти, въ то время какъ вычислене, особенно если вставляемыя 
числа имБютъ много десятичныхъ знаковъ, боле продолжительно. 
Зато результаты вычислен1я вполнф точны или, по крайней мЪрф. 
могутъ быть сд$ланы сколь угодно точными; при черчени же на бу- 
магь съ помощью циркуля и линейки для точности существуетъ 
прелфлъ. Если, напримфръ, должна быть графически построена 
точка, какъ перес$чеше двухъ прямыхъ, то положене ея едва ли 
можетъ быть опредфлено съ большей точностью, чЪмъ до '/.9 Мж.., 
такъ какъ прямыя имбБютъ н$5которую ширину и, даже если пре- 
небречь этимъ, при тщательнЪйшемъ черчен!и все же нЪсколько отли- 
чаются отъ ихъ истиннаго положен!я. Если построеше очень сложно, 
то благодаря скопленю незначительныхъ неустранимыхъ погрфш- 
ностей результать легко можеть сд$латься совершенно нев$рнымъ; 
этого можно избЪфгнуть только путемъ вычислен1я, основываю- 
щагося на аналитическихъ формулахъ. Лучше всего, конечно, не 
только контролировать построене вычисленемъ, но и вычислене 
построенемъ, для того чтобы немедленно усмотрЪть грубыя по- 
грЪшности въ вычислени. 


Общее уравнене первой степени 
ах фу -с= о 
имЪетъ три члена, изъ которыхъ н$которые могутъ исчезнуть, если 
ихъ коэффищенты обращаются въ нуль. Пусть: 
1. с=0: прямая проходитъ черезъ точку (), ибо уравненше 
уловлетворяется значен1ями х =0, и= 0; 
2. р=0: прямая параллельна оси 1/-овъ, о Ре 


С АЯ 

х =-—— при каждомъ значенм и; е? 
‚. ко 

© о 
3. а=0: прямая параллельна оси х-овъ, ибо уравнеще даетъ 

- (“у 
С. (\у” 

И = — р при каждомъ значении х;: © 


5 
4. 6=0, с=0: тогда уравнене иметь.  ВиДЪ а.х=о0, или 


А = т. е. прямая Обпадаеть съ осью у- ОВЪ, 
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5. а=0, с=0: [.у=0 или у=0, т. е. прямая совпадаетъ 
съ осью х-овъ; 
6. а=0, р=0: тогда уравнеШше не содержитъ ни х, ни 1, 
оно противор$чиво. 
Для того чтобы сдфлать яснымъ этотъ послфдн случай, раз- 
смотримъ отр$зки, отс$каемые прямой на оси х-овъ и на оси у-овъ. 
Изъ уравненя ах-Нри--с =0 въ пересЪчени съ осью х-овъ получаемъ 


— 


С Е 
отр$зокъ на оси х-овъ, равный — — , въ перес$чени же съ осью и/-овъ 
а 


—* 


С 
получаемъ отрЪзокъ на оси //-овъ. равный---- (объ этомъ подробнфе 


р 
въ слфдующей рубрикЪ); отсюда видно, что при приближени аи р 
къ нулю отрЪзки эти безгранично возрастаютъ, такъ что уравнене 


О. ХО. и-с=0 
можно разсматривать, какъ выражающее безконечно удаленную прямую. 
Если же, наконецъ, всЪ три коэффищента равны 0, то уравнене 
становится тождествомъ, оно въ этомъ случа не представляетъ 
боле ни одной прямой, или, если угодно, представляетъ всЪ прямыя. 
Частные виды уравнен!я прямой (фиг. 47 на стр. 120). 
1. Введемъ два отр$зка р и 4, отс5каемые прямою на осяхъ. 
Для этого подставимь въ уравненше 1) сначала координаты точки 


А (р, 0), а затфмъ координаты точки В (0, 4). Получимъ: 


ар с=о0, а с=0, такъ что в=—^, 1=—т; 


или также 


С С 
= —- — . Е с 
р 4 
Подставляя эти значеня а, В и сокращая на —с, находимъ: 
© 4 
р 94 у 


это первый частный видъ уравнен1я прямой. Онъ, очевидно, ‘непри- 
мфнимъ въ томъ случаЪ, когда прямая проходитъ черезь\точку О, 


ас о 
такъ какъ тогда р=0, (=0, такъ что — = ©, — = >» 
1 
2. Выразимъ и явно: о 
«0 
а с > 
уе АС 


р р < 
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И здБсь коэффищенты имфютъ простое геометрическое значен!е. 


Прежде всего — Е 0. ДалЪе: 


р 
Г 
а р 4 
о. в 
а 
такъ что—это особенно важно замфтить— 
Ц 
21, = ф = — —. 2) 
[1 
Второй частный видъ поэтому таковъ: 
у = тх - д. 1Ь) 


Онъ непримфнимъ, если прямая параллельна оси 1 овъ, ибо 
тогда р =0 и 21, 4 становятся безконечно большими. 
3. Выразимъ х явно: 


р 


о. 
=$ а? а. 
1 
ет 1 
а В с) 


Къ этому виду уравнен1я привести нельзя, если прямая парал- 


„@ 


лельна оси х-овъ. 
Какъ ни удобны эти 
„” частные виды Та), 16), 1с) 
уравнения прямой на прак- 
тик$ (уже потому, что ве- 
личины р, 4 и т имБютъ 
столь простое геометрическое 
значен!е; это не имфетъ м5ста 
въотношени коэффищентовъ 
а, р, с общаго вида), все, 
же они имфютъ то неудо - 
ство, что ВЪ Е эслу- 
чаяхъ,  какъ было-‘указано, 
они оказываются `` неприм- 
НИМЫМИ. Это Та: 
Фиг. 47. устранил математикь Гессе 
(Неззе)^ `введенемъ четвер- 
таго частнаго вида, который по его имени” ‘быль названъ нор- 
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мальнымъ видомъ Гессе. Въ качеств опредфляющихъ пря- 
мую элементовъ Гессе беретъ перпендикуляръ 8, опущенный на 
нее изъ начала, и его уголъ направленя я. ИмЪемъ (фиг. 47): 

6 б 


= 0 = 


с059 — Шо 


>. © а 
5 
С05 0 эта 
ИЛИ 
26 с0$ а -- узо — 5 = 0. 14) 


Это и есть нормальный видъ Гессе. ЗдЪсь 5 берется по абсолют- 
ной величин$, такъ что въ нормальномъ видф постоянный членъ 
долженъ быть отрицательнымъ. Уголъ направлен!я а всегда отно- 
сится къ направленю отъ начала координатъ къ основан!ю перпен- 
дикуляра, такъ что значення о, отвфчаюция двумъ параллельнымъ 
прямымъ, между которыми содержится начало, отличаются другъ 
отъ друга на 1809; это имфетъ слдстыемъ изм$нене знаковъ чи- 
сель зша и соо. Если же прямая проходитъ черезъ самое начало, 
то, разумфется, можетъ быть взятъ какъ одинъ, такъ и другой 
уголъ направленля. 

Если уравнене дано въ общемъ видЪ 

ах с=о0 
и нужно отъ него перейти къ нормальному виду, то, очевидно, для 
этого нужно лишь умножить его на нфкотораго множителя Х, под- 
лежащаго еще опредфленю: 
лах -- Ау + № = 0. 

Если это есть нормальный видъ уравнен1я, то, согласно ра- 

венству 14), должны выполняться три соотношеня: 


№ - @ = КЕ а, у 

А.Б ча. д» 

с = — а. дс 
Возводя въ квадратъ почленно первыя два равенства "и скла- 


дывая результаты, получаемъ: у” 
^2 (42 - 5?) = с0$? а -- за = 1; | 
1 5% 
К. — 
ЕЕ == -э АЕ 
++ 


А 
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въ силу чего: 


ие р а 1 1 
- Га? 2 
== | р —= —— = —_— = — —_—_ у 
| р | т: р а т 
91 = ВНИИ 
Ио 9 } 


такъ что нормальный видъ уравнения будетъ: 


еж бус а 

= Иа? + 6? 
Отсюда простое правило: для того, чтобы урав- 
нен!1е общаго вида привести къ нормальному ви- 
ду, слЪдуетъ лБвую часть уравнен1я раздлить на 

Г | р 

-- У <? + 6, при чемъ знакъ долженъ быть выбранъ 
такъ, чтобы послЪфдн!Йй членъ былъ отрицательнымъ. 


Те) 


Если мы, напримЪфръ, снова возьмемъ уравнене 
3х — 4 -- 11 =, 


то его слБдуетъ раздфлить на — У 32 + 4? = —5; поэтому нор- 
мальный видъ уравнен!я въ этомъ случа будетъ: 
3 4 11 
и | 
о ы о о у 
и 
3 © аа № 
А = РАЙ 


Ясно, что нормальный видъ никогда не можетъ оказаться 
неприм$нимымъ для вещественной прямой. Въ самомъ дЪлЪ, с05$х и 
$ всегда суть правильныя дроби и $ можетъ стать безконечнымъ 
только тогда, когда прямая безконечно удалена. [Наоборотъ, урав- 
нен!я нулевыхъ прямыхъ ($ 3) кь нормальному виду не мот ОВ 
приведены, такъ какъ для нихъ с0$ х = зшя = - 9]. © 


5$ 
Насколько важное значене имЪетъ нормальная форма Рессе, 


немедленно обнаружнвается при рфшени сл$ду ей основной 
задачи: р. 
Прямая / задана своимъ уравненемъ, ви ‘нормальномъ ВИДЬ: 
х соза -|- узша — и 
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а нфкоторая точка Р плоскости — ея координатами х,, и,. Найти 
разстояне А точки Р отъ прямой / (фиг. 47). 
Проектируемъ отрЪзки х,, |, на направленше перпендикуляра 
(направлене стрфлки). Тогда: 
проекшя отр$зка х, = х, со$я, 
” » 111 — 11 Шо. 
Ихъьъ сумма, согласно чертежу, равна 2 -- А. Такимъ образомъ: 
Хх, с05% | и, ша = 8 - А, 
откула: 
=, 0$ у, $Змх— 0. 3) 
Чтобы формула была справедлива для всфхъ положенвй точки 
величин$ А слЪдуетъ приписать знакъ. Въ самомъ дфл$, если, 


Р, 
напримфръ, точка Р лежитъ съ той же стороны прямой [, что 
и начало О, то сумма х, соза- у, зшоу равна разности абсолют- 
ныхъ величинъ Зи А. 

Содержане формулы 3) сразу выясняется путемъ сравненя 
ея съ уравнешемъ 14), именно: 

Если въ лЪвую часть уравненя въ нормальномъ видЪ под- 
ставимъ координаты произвольной точки плоскости, то не- 
медленно получимь длину перпендикуляра, опущеннаго на пря- 
мую /[ изъ этой точки, и притомъ со знакомъ + или — въ завн- 
симости отъ того, лежать ли точки Ри О по разныя сто- 
роны прямой / или съ одной и той же стороны. 

Если же уравнен!е прямой дано не въ нормальномъ видф, но, 
скажемъ, въ общемъ видЪ: 

ах рис = 0, 
то прежде всего путемъ дЪленя на Ур переходятъ къ нор- 
мальному виду, послЪ чего т Е даетъ: 


ТУ 4? т в. и. 
ПримЪръ. Даны прямая / уравненемъ 3х — 4и -- 11 Бон 
точка Р(|2, +3); тогда: <<” 
: и К 
М оным в ь ая. © -е 


т. е. разстоянме равно единицф длины и ое по ту 
же сторону прямой [, что и точка О. в у 
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Задача. ДвЪ прямыя [, [, заданы своими уравненйями: 
1) ах-ру-с =0 
Ь) ах и - с, = 0. 
Найти координаты х, у точки Р ихъ пересфчения. 
Р$шен!е. Такъ какъ эта точка лежитъ какъ на одной, такъ 
и на другой прямой, то ея координаты должны удовлетворять обо- 
имъ уравнен1ямъ. Поэтому сопоставимъ эти уравненйя и вычислимъ 
изъ нихъ хи и, какъ „неизвЪстныя“. Мы получимъ: 


Зам чан!е. Значеня хи у представлены здфсь въ видЪ 
дробей съ однимъ и т6мъ же знаменателемъ, который зависитъ 
только отъ коэффищентовъ членовъ первой степени, но не зави- 
ситъ отъ постоянныхъ с, и с.. Въ видЪ опредфлителя онъ можетъ 
быть написанъ такъ: 
| 
Ч, р, 

Но и числители также выражаются такими опредЪфлителями, 
именно: 


—6, р 
| 1) 1 | 
о. 


Ч», — С 


такъ что дроби представляются въ видф частныхъ двухъ опрелЪ- 
лителей: 


ов р. | чан» 

— с», | |4, — с 

Г“ ‚2 о 

3 МЕТ. 
а», в |4, р, 


Это важно замфтить потому, что совершенно такимъ же обра- 
зомъ получается ршене и уравненй первой степени съ ня неиз- 
вЪстными, какъ будетъ показано въ $ 18 при изложени “теор 
опредфлителей. 55° 

Если знаменатель 4,6, — Р.а, = 0, то значеня х- ру вообще 
оба становятся и, Такимъ образомъ, „ рямыя О в» - 
должны быть параллельными, что легко также доказать а рофейоп, 


положивъ равными угловые коэффищенты прямыхъ 1. и Вь ВЫ 
самомъ дЬлф, такъ какъ, согласно равенству) (стр. 120): 


Е Ш 
1 р, 7 у р. } 
то изъ услов!я и! = 1. вытекаетъ: 
а, № 
1 2 


Если прямыя совпадаютъ, то должна имфть м$сто пропорщя: 
и 

Отсюда слБдуетъ: 

ав, — ра, = 0; — с, Вс, =0; — а, с. + са. =0; 


значеня х и у оба принимаютъ видъ они становятся неопред$- 


0’ 
ленными, какъ и должно было бы быть. 
Задача. ДвЪ прямыя Д и [, заданы своими уравненями: 
У Арис, =0 
1.) ах Ву - с, = 0. 
Найти уголъ ф, подъ которымъ онЪ пересфкаются. 
РЪшен}е. Строго говоря, въ задачф должна была бы быть 
рЪчь объ углахъ, а не объ одномъ углф. Въ самомь дДЪлЪ, на 
каждой изъ прямыхъ существуютъ два противоположныхъ напра- 
влен!я, и такъ какъ любое изъ этихъ четырехъ направленй можно 
принять за начальное, то отсюда получаются 4.2 = 8 комбинашй. 
Если же взять начальное направленйе на [, конечное напра- 
влен!е — на [›, оставляя неопредфленнымъ, какое именно направлен!е 
выбрано на прямой /\ и какое— на прямой /›, то тЪмъ не менфе (какъ 
подробно указано въ $ 2) ®ф однозначно опредъфляется формулой: 
—т 1,5, — Ва, 
Тит, 44. В 


Вь частности, отсюда вытекаетъ предложен!е: 


= 4) 


Для того, чтобы двЪ прямыя были взаимно ПиЕндикулярне 
необходимо и достаточно, чтобы произведене коэффищентовъ при’ % 
въ уравнен!яхъ этихъ прямыхъ было равно по абсолютной величин 
произведенню обоихъ коэффишентовъ при 1, но им$ло. обратный 


знакъ, т. е. чтобы выполнялось равенство: р 
ри ЕСУ 
а. -- 95. = 0. © 5) 
Такъ, напримфръ, прямыя ый 


с. 
2х 4 59—- Т=0. 5 
5х — 29-411 =0 “> 


| 
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взаимно перпендикулярны, такъ какъ одно произведене равно -[Р 10, 


м, = > 


а другое равно — 10. ( При этомъ 2: 


` 
ь 


п 
=—=, 
Задачи. 


1. Даны точки Р, (--2, —3), Р, (+5, —1). Предлагается на- 
писать различные виды уравнения прямой, проходящей черезъ эти 
точки. 

2. Даны точки Р, (|2, — 3), Р, (5, —1). Найти уравнене 
прямой, которая отстоитъ отъ точки Р, на разстояне 6, а отъ 
точки Р.—на разстояне 4. 

3. Черезъ точку Р(- 1,2) нужно провести прямую, которая 
вмЪстЪ съ осями образовала бы треугольникъ съ данной площадью, 
равной 2. Найти ея уравнен:е. 


$ 10. 
Пучекъ лучей. — Введене сокращенныхъ обозначений. 


Если двЪ прямыя /, и [, заданы своими уравненйями: 

1) ах + Ву-с, =0 

1.) ах ус, = 0, 
то послфднимъ удовлетворяютъ координаты точки перес$ченйя этихъ 
прямыхъ. Для нея эти уравненя оба „справедливы“. Отсюда слф- 
дуетъ, что каждое уравнене, составленное изъ этихь уравнений. 
равнымъ образомъ для нея справедливо. Въ частности, это отно- 
сится къ линейному сочетаню обоихъ уравненйй, т. е. къ уравне- 


ню вида: 
4 (ах Е уе), вх у 6) =0 Ао 
или: «У 
х (а, + а, у (А, + (с, +6) =0. 56 
„© 


Х 


Это уравненше, если /, и /, даны, также представляет пря- 
мую; имь выражается третья прямая /, проходящая через точку 
пересЪчен!я двухъ данныхъ прямыхъ; можно сказацьсЯто оно пред- 
ставляеть всЪ проходяпия черезъ эту точку пой ибо значен!я 
^:, ^. могутъь быть выбраны по произволу»Коротко говоря, въ 


уравнен!и 1) предъ нами весь пучекъ уче Обторый опред$ляется 
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двумя первоначально данными прямыми /1 и /[, *). 
Пусть будутъ, напримЪръ, даны двЪ прямыя 
ВЕУ т РЕ 
юм 7 =0. 

Умноживъ первое уравнене на 3, а второе на — 4 **), сло- 
жимъ ихъ. Мы получимъ уравнене: 

АИ В 
которымъ непремфнно опредЪляется третья прямая, проходящая че- 
резъ ту же точку, что и двЪ данныя. Если сдфлать провфрку на 
чертежЪ, то это окажется вЪрнымъ; можно также вычислить значе- 
ня х ии изъ двухъ первыхъ уравненйй и подставить ихъ въ третье 
— они ему удовлетворятъ. 

Этотъ способъ составленя аналитическаго выражен!я 1) для 
лучка лучей замфчателенъ т$мъ, что въ него вовсе не вхо- 
дятъ координаты центра. Ими даже не приходится пользо- 
ваться и поэтому ихъ умышленно обходятъь или устраняютъ. Для 
того, чтобы сдфлать этотъ методъ совершенно яснымъ, обыкновенно 
вм5сто всей лЪвой части уравнен!я, т. е. вмЪ$сто выраженя 
ах ис, подставляютъ одну лишь букву, одинъ символъ Ц, 
такъ что Ц представляетъ собой не болфе, какъ сокращенное обо- 


*) Что уравнен!е 1) выражаетъ всяку ю прямую, проходящую черезъ 
точку пересЪченя заданныхъ прямыхъ, видно изъ слФдующаго простого 
а а. 
м -Ь. Ра: 
Если мы хотимъ, чтобы уравнене (1) выразило прямую, проходящую че- 
резъ точку пересЗченя данныхъ прямыхъ и имфющую угловой коэффи- 

щентъ /, нужно выбрать множители 7., и /. такъ, чтобы 


соображеня. Угловой коэффищентъ прямой (1) равенъ — -*- 


__ Ча Е 4, ^» _ 1: 


В Аь-Е 9% 


Для этого достаточно взять «У 
м р. | а ти Ь. К -- ее 5 © 
Е о су 
э ^`1 ез 


Этого невозможно выполнить только въ томъ случаЪ, когда и 
Е а, =Ои БЕ-а, = 0; 

но тогда РВ,а, — а.р, =0 и данныя двЪ прямыя прожебь т. е. не 

имЪютъЪ точки и Прим. род. 


А 

**) Это, конечно, значитъ, что обЪ части ны умножаются 
= 

на +3 или на — 4. 2 


У 
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значене выраженя ах -- Ру-- с; этотъь факть мы будемъ отм-чать 
равенствомъ: 
И=ах + ру - с. 
Если 
Пи =ах- рис, 
= ву с, 
то приведенное выше предложен!е получаетъь слБдующиЙ видъ: 
Коль скоро И; =0, Ц, =0 суть уравненя двухъ прямыхъ, то 
уравнен!е: 
М-Н Ц, = 0 1") 
представляетъ третью прямую, проходяшую черезъ точку перес$- 
чен!я первыхъ двухъ. 


Очевидно, важно лишь отношене /, ибо, если положить 


. 2, 

а аз Г 

г то третье уравненве по раздфлен!и на ^, или на ^, можетъ 
1 


быть написано такъ: 


И -ХО, =0 или АНИ, =0 


Хх 


Такимъ образомъ, это уравнен!е съ параметромъ ^ выражаетъ пу- 
чекъ лучей. (Сравни $ 8 относительно семейства кривыхъ.) Двумя 
изъ этихъ лучей будутъ сами прямыя (И! =0, 0, =0 (отвфчающя 


4 Е 1 
значенямъ 2 =0и А = < или - = 0). 


ЛА 


Замфтимъ здфсь, между прочимъ, что этотъ методъ линейнаго 
сочетан!я уравненйй оказалъ сильное вляне на развите аналити- 
ческой геометр!и, такъ какъ выраженя (И; и Ц. могутъ быть также 
функщями высшей степени; въ посл$днемъ случа получается пучекъ 
кривыхъ высшаго порядка, напр., пучекъ окружностей (ср. 8 12) 
или вообще пучекъ кривыхъ 2°° порядка ($ 25) ит. д. Ве ее 
выя такого пучка проходятъ черезъ опредфленное число постойн: 
ныхъ (вещественныхь или мнимыхъ) точекъ, именно, черезъ^Точки 
пересЪченя двухъ кривыхъ Ц. =0и (0, =0. <, 

Врядъ-ли нужно доказывать, что, если прямыя О, 5, ре 
взаимно параллельны, то и прямая ЦИ. И. =0 ое и. 
Въ этомъ случаЪ пучекъ становится пучкомъ паралябльныхь лучей. 

Н$сколько примЪровъ всего лучше разъяснять многостороннее 
прим$нене изложенной здЪсь аналитической<? ‘теори пучковъ лучей. 
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Задача. Даны двЪ прямыя: 
И =ах Ви - с, =0, 
(=ах Ви - с, =0 
и какая-нибудь точка Р, (х,, и,). Найти уравнеше прямой, проходя- 
щей черезъ точку Р, и черезъ точку пересфченя обфихъ данныхъ 
прямыхъ. 
РЬшене столь просто, что оно немедленно можетъ быть 
написано: 
ах -- ВУ: __ @х р 2-Е _ 
а Ра ми — 
Дъйствительно, съ одной стороны, прямая, выраженная этимъ уравне- 
немь, проходитъ черезъ точку пересфченя данныхъ прямыхъ, такъ 
какъ это уравненйе составлено линейно изъ уравненйй данныхъ пря- 
мыхЪъ, и, съ другой стороны, эта прямая проходитъ и черезъ точку 
Р, (х!, у:), такъ какъ при замфнЪ ею перем$нной точки (х, И) обЪ 
дроби становятся равными 1. 
Задача. Даны уравненя двухь прямыхъ въ нормальномъ 
вИДЪ: 


(1 =х с05 а, | узша, — 8, = 0, 
(5 ==х с0$ а, - уз, — 5, = 0; 

требуется найти уравнен!я обЪфихъ бисектрисъ угловъ, образуемыхъ 
данными прямыми. 

Ръшен!е. Пусть точка Р(х, и) лежитъ на одной изъ бисек- 
трисъ. Тогда перпендикуляры А,, А., опущенные изъ этой точки 
на прямыя Ц, =0, (0, =0, по абсолютной величинф равны одинъ 
другому; при этомъ (согласно $ 9) они им$ютъь и одинаковые 
знаки, если бисектриса проходитъ въ томъ углЪ, въ которомъ 
лежитъ начало (О); наоборотъ, для другой бисектрисы должны быть 


взяты противоположные знаки. Такимъ образомъ, въ первомъ случаЪ: 


А, д А, = 0, «у 
во второмъ случаЪ: У 
А 1-16 = ра 
Но, согласно формул 3 $8 9-го (стр. 123): < 


А, =О(,, А, =0,, 
такъ что уравнения обЪихъ бисектрисъ таковы: 
0: + Ч. = 0. д 
Пусть теперь. (,=0, 0—0 0 буть уравнен!я 
трехъ прямыхъ въ нормальномь видЪ; допустий У( "(ради простоты), 


9 
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что точка О лежитъ внутри образуемаго ими треугольника. Тогда 
уравнен!я: 


Е 0 
г Е 
И Ев 


представляютъ три бисектрисы внутреннихъ угловъ треугольника. 
Одинъ видъ ихъ сразу показываетъ, что онф пересфкаются въ 
одной точкЪ, ибо сложене ихъ даетъ тождество 0=0, такъ что 
любое изъ этихъ уравнен!й есть слЪдств!е двухъ другихъ. Точно 
такъ же и двЪ бисектрисы внфшнихъ угловъ треугольника и третья 
бисектриса внутренняго угла, напр.: 


О, О. =0, 
И 
м 


какъ немедленно обнаруживается изъ самаго вида ихъ уравнений, 
имфютъ общую точку перес$чен!я; въ самомъ дфлЪ, третье уравне- 
не можетъ быть получено путемъ вычитаня второго уравненйя изъ 
перваго. 
Задача. Пусть снова будутъ даны три прямыя (ихъ урав- 
неня могутъ не имфть нормальнаго вида): 
И =ах ис, =0, 
= ах и- с = 0, 
Из =а.х- у -- с. =0. 
Требуется найти уравнен!е трехъ высотъ образуемаго ими 
треугольника. 
РЪшен!е. Уравнене перпендикуляра, опущеннаго на сторо- 
ну О. =0, имБетъ видъ: 


О -НАОЬ = 
(а, а.) +9, Е №) (+) =0. 5 


Такъ какъ эта прямая должна быть перпендикулярна прямой 
0. =0, то, на основанйи равенства 5) 8 9-го (стр. 125), мы’ прихо- 


или: 


димъ къ услов!ю: $0 
(аа -- ^а.) аа + (6 ^6,) 6, = 0, © 
откуда: © 
} _ __ 418 +в № 
__ Фе цаь а < 


Такимъ образомъ, уравнен!е Е имфетъ видъ: 
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дм, ВВ, 
С С ПЧ 


или: 
0, (па, + 656.) — Ц (ааа, + 88,) = 0. 
Совершенно такъ же находятся и уравнен!я перпендикуляровъ, 
опущенныхъ на двЪ друя стороны: 
0, (аз, + 68, ) — Ц. (аа, + 6,6.) =0 
Оз (аа, 2.5) — (1 (азаь - 6565) = 0 
Такъ какъ и здБсь сложен!е даетъ тождество 0 = 0, то мы 
сразу усматриваемъ, что три высоты пересфкаются въ одной точкф$. 


Теор!я двухъ перспективныхъ треугольниковъ приводитъ къ 
нфсколько боле глубокому примфненю линейнаго сочетаня урав- 
ненй и ихъ сокращеннаго обозначения. 

Опред $ лен1е. Два треугольника АВС и 4, В, С, (фиг. 48) 
расположены одинъ относительно другого перспективно, если со- 
единительныя прямыя /АА,, ВВ,, СС, пересъкаются въ одной 
точк$. Относительно двухъ такихъ треугольниковъ имфетъ м$сто 
теорема: 

Если треугольники имЪфютъ одинъ относитель- 
но другого перспективное расположен!е, то три 
точки перес$ чен!{я соотв $ тственныхъ сторонъ (точ- 
ка Е пересфченя сторонъ ВС и В.С,, точка Е пересфченя сто- 
ронъ СА и С,А,, точка С пересфченя сторонъ АВ и А4.В,) ле- 
жатъ на одной прямой. 

Доказательство. Пусть О! =0, 0. =0, И, =0 будуть 
уравнен!я трехъ сторонъ треугольника АВС (фиг. 48), Г, =0, 
Г. =0, Г. =0 — уравнейя трехъ сторонъ треугольника .4,В, Су, 
наконецъ, И” =0, /’, =0, И’. =0 — уравненя трехъ соедини- 
тельныхъ прямыхъ. Такъ какъ прямыя И”, =0, И’, =0, И’. =0 пе-у 
ресфкаются въ одной точкв 0), то должно имфть м$сто о 


вида: © 
А, И’, + ^, И.М. И’, =0. ху 
Здфсь можно просто положить А, = А, = ^. = $ такъ какъ 
можно предварительно умножить Й/’,, И’, И на Л., Л., Л: - 


Такимъ образомъ, прежде всего слБдуетъ ес Е вне 


Г) И. +, Е, =0 (ба 2). 


о 


—-—--— 
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Такъ какъ прямая И’, = 0 проходитъ черезъ точку пересЪчен!я 
прямыхъ (0, =0 и 0, = 0, то выражене Й’, должно имфть видъ: 
И’, =а0.- В0.; 

точно такъ же: 
И’, =с0. + а(,, 
9. 


Ах 


> 


= 
т 
“| д 
>” 
. е> 
АУ 
‚‹б 
< 
© 
\7 
0” 
Фиг. 48. 5 


Подставивъ эти выраженя въ тождество-Т, мы получимъ: 


ао, -+@а +0, + +090 =0. 


ди —_——Ц— 
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Такъ какъ, далфе, прямыя И, =0, (0. =0, 0. =0 не проходятъ 
черезъ одну точку, то между Ц., Ц,, Ц. не можетъ существовать 
никакого линейнаго тождества, коэффищенты котораго не всЪ 
были-бы равны нулю; слФдовательно, написанное выше равенство 
распадается на три, именно: 


ае=о, р с=0, а }{=0, 


т, е. = —е, В=—с, р=— а, 
и предшествовавиия три тождества принимаютъ видъ: 
И’, =а0. —с0$, 


И’. =е(, — @(.; 
путемъ сложен!я ихъ получается тождество 1. 
Если ради простоты предположимъ, что Ц;, Ц., Ц. уже 
прежде были умножены на 2, а, с, то получится упрощен!е: 
П) И’ =О0, — (0. (точка 4), 
ПП) И’ =0. — О, (точка В), 
М) И’. =0, — (0, (точка С). 
Совершенно также составимъ равенства: 
У) И’, =Г, Г, (точка 4,), 
м) Я#.=Р, —ТЙ, (очка ВБ,), 
УП) И’.=И, И, (точка С,). 
Изъ тождествьъ П, Ш, №, \У, УТ, УП немедленно выводимъ: 
И — И, = ОИ, — ГР = И — Г); 
если общее значене этихъ символовъ обозначимъ черезъ Т, то 
получимъ: 


УП) Т=О, —Й, (точка Е), 

Хх) Т=О,—Ю, (точка Ё), 

Хх) Т=0., —Й. (точка С). 5 
Изъ трехъ послфднихъ тождествъ немедленно вытекаетъ, то 
прямая Т= 0 проходить какъ черезъ точку Ё, такъ и через 
точку Ё и также черезъ точку С. Такимъ образомъ, эти дрилочки 
лежатъ на одной прямой, что и требовалось доказать. 2% 

Доказанная выше теорема можетъ быть обращена ВЪ ТОМЪ 
смысл, что два треугольника расположены перспективно, если три 
точки пересфчен!я соотвфтственныхъ сторонъ лежать на одной пря- 


мой. Доказательство ведется совершенно так Оке, какъ и выше. 
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ЗамЪчан1я. 1. Данное здсь доказательство столь просто 
и все же столь глубоко продумано (оно принадлежитъь Гессе), 
что сначала можетъ произвести странное впечатл$не. Въ немъ 
вводятся 10 линейныхъ выражений: 


В. ОР. р, И ЖП 


) 


которыя, однако, не всЪ произвольны, но должны удовлетворять 
десяти тождествамъ [— Х. Эти послфдня, впрочемъ, также отчасти 
зависятъ другъ отъ друга, и легко усмотр$ть, что четыре изъ при- 
веденныхъь выше выраженй, напр., (;. Ц, Оу и Т могутъ быть 
выбраны по произволу, въ то время какъ проч1я опредфляются слф- 
дующимъ образомъ: 


Г. =И + ТГ, Г.=О,+Т, Г.=0.-Т, 
И = — Ц, = И. — Ц, И’. =И, — 0.. 


Если эти 10 выражен подставить по порядку въ равенства 
|—Х, то они будутъ удовлетворены тождественно (т. е. при всЪхъ 
значеняхъ хи 1); если же, съ другой стороны, положить эти вы- 


ражен!я равными 0, то получатся уравненя фигурирующихъ на чер- 
теж прямыхъ. 


2. На фиг. 48 проявляется весьма замфчательная симметрия. 
Въ ней поименованы 10 прямыхъ (|, (5, (., Г, Г., Г., 
#,, №., Я’, Г-и также 10 лочекь А, Ва бя ий 
Е, Е, С; замфтимъ, что черезъ каждую точку проходятъ три пря- 
мыя и, наоборотъ, на каждой прямой лежатъ три точки. Вообще 
на фигур можетъ быть указано 10 паръ перспективно располо- 
женныхъ треугольниковъ; ихъ можно получить всЪ, если разсматри- 
вать по порядку каждую изъ 10 точекъ, какъ центръ перспективы. 
Читателю предлагается отыскать ихъ самому, въ видЪ упражненя. 

Это даетъ основанйе ожидать, что существуетъь еще боле 
симметричное аналитическое представлене фигуры, нежели то) ко- 
торое содержится въ формулахъ [—Х; дЪйствительно, его от ВОЛЬ- 
но легко найти. Для этого возьмемъ как1я-нибудь пять 7 Аинейныхь 
выражений „8 


$7 
Вы В, В ВВ 
©) 
и образуемъ вс$ возможныя разности между ‘вими, т. ©. К — К., 


К, —К.... и т. д. Число ихъ, если пренебрёзь знаками, равно 10. 
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Эти выражен1я и могутъ быть тогда взяты—также оставляя безъ 
вниман!я знаки — въ качествЪ нашихъ (\, Ц.,... ит. д. 

3. Симметр!я фигуры можетъ быть обнаружена и другимъ 
образомъ. Именно, названную фигуру можно разсматривать, какъ 
перспективную проекщшю какихъ либо пяти произвольно располо- 
женныхъ въ пространствЪ плоскостей съ десятью прямыми, по ко- 
торымъ перес$каются эти плоскости, взятыя попарно, и съ десятью 
точками пересЪченя ихъ, взятыхъ по три. Будучи представлена въ 
такомъ видЪ, эта сфть еще достаточно проста, чтобы глазъ могъ 
ее распутать; если же, какъ въ н5которыхъ изслБдован!яхъ чистой 
геометр!и, вводится большее число прямыхъ и точекъ, то геометръ, 
который понадЪфется на свою способность къ созерцан!ю, неизбЪж- 
но окажется въ совершенно безнадежномъ положени*); симметр!ю, 
планомфрное строене фигуры онъ долженъ вложить въ уравнен!я 
и формулы; правда, онъ можетъ предпочесть, такъ сказать, геоме- 
трическое одфяне, но по недостатку созерцательной способности, 
оно явится лишь описанемъ формулъ. Только аналитическимъ пу- 
темъ могутъ быть исчерпаны во всей ихъ глубинЪ тЪ геометри- 
ческ!е образы, которыхъ нельзя ужъ обхватить путемъ созерцанйя. 

Задача. Даны уравненя трехъ прямыхъ: 

(С =ах Ну-с, =0, 
(= ах Би-с, = 0, 
Из== ах ву - с, = 0. 

Какому услов1ю должны удовлетворять 9 коэффищентовъ, 
чтобы прямыя проходили черезъ одну точку? 

Первое рфшен!е. НаиболЪе простой путь, очевидно, за- 
ключается въ томъ, чтобы вычислить координаты точки пересЪчен!я 
двухъ прямыхъ, напр., первой и второй: 


„_ А 4 И ыы & 
ав, — Ва › авы — в.а - 
р. ь р, — 6.45 0 
и подставить ихъ въ уравненйе третьей прямой. По освобож чени 
оть знаменателя, мы получимъ равенство ху 


аз (— ав Е Вс, ) + 6 (— алс, Е сла») сз (аа, об и 


*) Классическимъ примЗромъ того являются ве глубокя изслЪ- 
довашя относительно свойствъ Паскалева шестиугольника, въ которыхъ 
вводятся въ разсмотрЪвше сотни прямыхъ и точекЪ. 
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въ качествЪ искомаго условйя. 
Второе рфшен!е. Если прямыя проходятъ черезъ одну 
точку, то должно имфть мЪсто тождество вида: 


И =^О, + ва. 
Послф подстановки выражечй (,, Ц., О., оно распадается на три 
равенства: 
= ла —- У, 
Е „+ ирз, 
ь — Ас. + чсз. 

Если исключить отсюда Л и ц, опредфливъ ^ и , скажемъ, 
изъ первыхъ двухъ равенствъ и подставивъ ихъ значен1я въ третье, 
то получится то же окончательное равенство, что и прежде. 

Въ вполн$ развернутомъ вид это окончательное равенство 
таково: 

а. вьс: ++ а5вс, -- азвс, — абс, — а56.63 — азбос, = 0. 

Можно усмотрфть однообразный законъ составленйя л$вой 
части. Каждый членъ есть произведен!е трехъ коэффищентовъ; но, 
какъ легко видЪфть, никогда не перемножаются два коэффищента 
одного и того же уравненйя или два соотвЪтственныхъ коэффищента 
(т. е. два коэффищента при х, два коэффищента при 9, или два 
постоянныхъ члена). Иначе говоря, если написать девять коэффи- 
щентовъ въ такомъ порядкЪ, въ какомъ они расположены въ урав- 
неняхъ (но выбросивъ х, 1), въ видЪ квадрата 


м о 
Ве. 6, © 
23, в, 6, 


то должны быть перемножаемы лишь таке коэффищенты, которые 
находятся въ различныхъ вертикальныхъ и въ то же время въ раз- 


личныхъ горизонтальныхъ рядахъ. «У 
Первымъ членомъ будетъ такъ называемый „д!агональный 
членъ“ слфва сверху направо внизъ: е; :. 
С 
Ч. . р. "С, <> 


а вс проч!е получаются изъ него перестановкой УЗО рЕлЕ > 
(или же буквъ а, ©, с). Такимъ путемъ могутъ ‹ > быть немедленно 
написаны всф шесть членовъ; знакъ же находится, по тому правилу» 
что названный д1агональный членъ и члены Получающеся изъ него 
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путемъ циклическихъ перестановокъ указателей 1, 2, 3, имютъ по- 
ложительные знаки, три другихъ члена-—отрицательные. 
Построенное такимъ путемъ выражене есть опредЪлитель 


третьяго порядка: 
| 1, Ва, С, 
В 2) 
Чз, В, СЗ | 
который, очевидно, можетъ быть разсматриваемъ, какъ обобщене 
раннфе упомянутаго опред$лителя второго порядка 
| Ч, И 
Чо, р. | 
и, несомнфнно, тесно связанъ, съ своей стороны, съ установленемъ 
понят1я объ опредЪлителЪ еще высшаго порядка, четвертаго, пятаго 
и т. д., какъ это будетъ подробнЪе разъяснено въ 5 18. 

Введен!е понятя объ опредЪлителЪ позволяеть дать слфдую- 
щее краткое и м$фткое выражене рЪшеню предложенной на стр. 
135 задачи: 

Опред$литель, составленный изъ девяти коэффищентовъ трехъ 
уравненй, сл$дуетъ положить равнымъ нулю. 

Задача. Даны уравнен!я четырехъ лучей н$фкотораго пучка; 

Вело, =0 940, =0 МО ПП Аб =0 
ГДЪ 
И =ах + Ну-с, 
(0. = ах + ви + <. 

Найти двойное отношене этихъ четырехъ лучей. 

Р$Ъ$шен!е. Пересфчемъ пучекъ лучей осью х-овъ, т. е. по- 
ложимъ повсюду и=0. (Если же центръ лежитъ на оси х-овъ, то 
возьмемъ прямую, параллельную оси Х-овъ, или даже какую-нибудь 
другую прямую). Тогда абсцисса х для луча Х опредфляется ра» 


венствомъ: ИЕ “у 
(ах с,)  ^ (ах - с.) = 0, су 
откуда вытекаетъ | <Я 
и а © 
а + 0, Па. А © 


Такимъ образомъ, х есть ыы функщя оть ^. Поэтому, 
согласно $ 1, двойное отношене четырехъ точек пересвчени, слЪ- 
довательно, и четырехъ лучей равно ‚_ 
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бе — м) < — зая (^, — №) (, —^,) 3 
Г-н ) 
о \) 

Итакъ, мы видимъ, что коэффищенты выраженй (И: и (0. 
вовсе не входятъ въ разсмотр$н!е; въ выражене для двойного отно- 
шеня, имфющее столь знакомую намъ форму, входятъ лишь четыре 
значен!я параметра Л. 


Если, напр., положить, А, =0, /, =со, т. е. допустить совпа- 
ден!е перваго луча съ лучомъ Ц, = 0, а второго— съ лучомъ (Ц. = 0, 


- 


^ 
то двойное отношене сведется къ дроби х Для того, чтобы оно 
4 


равнялось — 1, нужно, чтобы выполнялось равенство 7; = — А, „т. е.: 
Если И; =0, Ц, =0 суть какя-нибудь двф прямыя, то онЪ 
И, =0, И. ^О., =0 гармоническй 


пучекъ. 


Задачи. 


1. Данъ пучекъ лучей: 
(2-- 3^)х — (4 —7^) 
Требуется найти уравнен!е того изъ лучей пучка, разстояне кото- 


раго отъ точки Р (+1, 1) равно 1. 
2. Даны два пучка лучей: 


(2+ ЗА) х — (4—7) +^=0 
(3 — 2х + (4—7»4)у-5 =0. 


Требуется найти ихъ общй лучъ. 
э. Пусть 


=. =0, (а = ФС ЕВ 
будутъ уравненя четырехъ сторонъ полнаго четырехсторонника. 


Между выражен1ями ЦИ!, (5, О., Ч. всегда имЪфетъ м5сто т 
дество вида 5 © 
я 


а а. а.0.=0. се 
@; 
Требуется непосредственно написать уравнен!я сторонъ>ОМагональ- 


наго треугольника, предполагая 4,, 45, аз, а извстивми. 
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$11. 


Координаты и и + прямой лини. — Тангенщальныя уравне- 
ня кривыхъ. 


Для того, чтобы дать и аналитическое выражене принципу 
двойственности или взаимности, столь часто уже упоминавшемуся 
(впервые въ $5 2), нужно подходящимъ образомъ ввести и для 
прямой лини „координаты“. „координата“ буквально означаетъ 
„отнесенная“, т. е. отнесенная величина, и подобно тому, какъ 
х и и отнесены точк5, для опредъленя ея положеня, можно и 
прямой отнести так1ля величины, которыя были бы достаточны для 
установлен!я ея положен!я. Лучше всего подходятъ для этого от- 
рзки р и 4, отсБкаемые прямой на осяхьъ (фиг. 47; стр. 120). 
Впрочемъ, въ качеств$ координатъ прямой выбираютъ не сами эти 
отрфзки, но обратныя имъ величины съ обратными знаками, т. е. 
величины 


1 1 
= 1) 
р Ч 
и именно потому, что въ частномъ вид 1а) уравненя прямой 
(5%, стр, 119): 


а 
рта 


ри 4 встр$чаются въ знаменателЪ, а также потому, что при введе- 
ни обратныхъ знаковъ всф члены уравненя будутъ имфть одинъ и 
тотъ же знакъ. 

При введени координатъ и, %, уравнене поямой приметъ 
ВИДЪ: 


ие Ри 1 =0. 2) 


Противъ выбора величинъ и и ®9 въ качеств координатъ пря-^_ 
мой можно возразить, что он$ обЪ становятся безконечно боль?” 
шими, когда прямая проходитъ черезъ начало координатъ. © СЪ 
этимъ неудобствомъ нужно примириться, тфмь болфе что; даже 
если бы принимать за координаты самыя величины ри 4 это бы- 
ло бы неудобно’ въ другихъ отношен1яхъ; такъ, напрныбрь, ЕЕ 6, 
когда прямая параллельна оси х-овъ. 

Согласно равенству 2) 5 9-го (стр. 120} Олово коэффи: 


щентъ прямой лини СУ 
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такъ что 
и 
м = ——. 3) 
$ 


Если прямая проходитъ черезъ точку О, то координаты и, 9 
становятся безконечно большими, а величина и —сохраняетъ (вооб- 
ще говоря) конечное значен!е; слфдовательно, въ этомъ случаЪ нуж- 
но указывать не значен!я и, 9, ибо они оба безконечно велики, но 


ни 
ихъ отношене —, которое опредфляеть коэффищентъ направленйя, 
и 


согласно равенству 3). [Совершенно такъ же, какъ для безконечно 
удаленной точки не указываютъ значеншй х, и, но даютъ отноше- 


- 


не ^, т. е. направлене, въ которомъ она лежитъ.| КромЪ того, лег- 


ко усмотрФть, что безконечно удаленная прямая имфетъ координа- 
т #0 №1 
При введени координатъ прямой уравнене 


их тит 1=0 4) 
получаеть совершенно другое значене. До сихъ поръ хи и раз- 
сматривались, какъ „перем$нныя“, въ то время какъ и ит счита- 
лись постоянными. Тогда равенство 4) было уравненемъ прямой, 
именно, той, которая, согласно равенствамъ 1), отс$каетъ на осяхъ 
отрЪзки: 

| А 

Е 
Что же будетъ, если въ уравнен!и 4), наоборотъ, х и у считать 
данными, а и и о —перемфнными? Тогда оно выразитъ услове 
того, что прямая (и, 9) проходитъ черезъ данную точку Р(х, в, 
Оно будетъ аналитическимъ выраженемъ пучка лучей, Вс 
проще—аналитическимъ выраженемъ точки, именно, центра этого 
пучка лучей. Въ этомъ смыслЪ уравнене 4) является теперь’ урав- 
нен!емтъ точки. о 

Вообще каждое уравнен!е первой степени отн о иит: 

аи с=0 < 5) 
есть уравнене точки. Въ самомъ д$ЛЪ, раздфливъ на г, мы снова 
придемъ къ виду: У. 
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р 
си 9-+1=0, или хи 1 = 


а р 
гд$ х =—, И=—. Эти значеня хи иуи суть Декартовы ко- 
с с 


ординаты точки, выражаемой уравнешемъ 5). 

Итакъ, уравнене 2) въ зависимости отъ того, какъ мы смот- 
римъ на входящ я въ него Декартовы координаты х, и и координаты 
прямой #, о получаетъ различный смыслъ. Если первыя разсматри- 
вать, какъ перемЪнныя, а посл дня, какъ постоянныя, то оно будетъ 
уравнеНмемъ прямой. Если, наоборотъ, посл6днНя суть перем$нныя, 
то равенство 2) становится уравненемъ точки. Если же считать 
перем$ нными, какъ #, 7, такъ и х, и, то это равенство 
выражаетъ услов{!е того, что точка Р(х, и) лежитъ на 
прямой [1 (1, 5). 

Въ Декартовыхъ координатахъ прямая имфетъ уравнене, именно, 
первой степени, въ координатахъ же прямой, наоборотъ, она вовсе 
не имфетъ уравненя, но лишь координаты (и, 9). И обратно: точка 
въ координатахъ прямой имфетъ уравнене первой степени, въ Де- 
картовыхъ-же координатахъ она не имфетъ уравненя, но лишь ко- 
ординаты (х, 1/). Такимъ образомъ, въ зависимости отъ того, явля- 
ются ли въ уравнени первой степени перем5нными Декартовы 
координаты или координаты прямой, его слфдуетъ разсматривать, 
какъ уравненНе прямой (собственно, ряда точекъ) или точки (соб- 
ственно, пучка лучей). 


Задача. ДвЪ прямыя [1 и № заданы своими координатами 
и, и и, т.; требуется найти выражене для координатъ любой 
прямой /, проходящей черезъ точку ихъ пересфченя. 


Ръшен!е. Уравненя прямыхъ / и /› таковы: «А 
ху 1=0, е г 
их у 1=0. с? 
ми“ 


Ам 
`Такъ какъ прямая / должна проходить черезъ точку пе- 
ресфчен1я, то ея уравнене должно быть линейным ‹сочеташемъ 
этихъ уравненй, т. е. должно имЪть видъ: — 


(их Роу 1) — (ху ”. с 
№95) - (1 $) - 0 


ИЛИ: 


х (в — и.) у (5, 
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или также: 
А — Ай - 


и — 
ПЕ: ВВ 


Такъ какъ постоянный членъ здфсь равенъ 1, то написанное 
выше уравнене должно совпасть съ уравнешемъ 


их Ри +1 =0, 


гдЪ и, 9 суть координаты прямой Г. Итакъ: 


Е а: 6) 
 — №0 

а % 
аа 


Сравнене этихъ формулъ съ формулами 3) $ 5-го (стр. 70) 
обнаруживаетъ ихъ полное совпадене, только здЪфсь рфчь идетъ о 
прямой (и, 9), а тамъ о точкё (х, и). Въ прежнихь формулахъ ^ 
имфетъ очень простое геометрическое значене, именно, оно равно 
отношен!ю точекъ Р,, Р. и Р. Постараемся же и здЪсь обнаружить 
соотвфтствующее значене ^. Если съ этой цфлью взять для ^ ка- 
кКя-нибудь четыре значеня /),, ^,, ^., №, то изъ формулы 3) 
$ 10-го (стр. 138) для двойного отношеня четырехъ лучей, опре- 
дфляемыхъ этими значенями ^, ис выражен:е: 


| Аз) (2, — Ал) 
те тн : — Е 
= (^,, вы ^) = с ‚ — ^3) (А в 


Положимъ теперь Л, =0, Х, = сю; тогда, согласно равенствамъ 
6), первый лучъ совпадетъ съ прямой ‚м а второй— съ прямой [, и 


р=.%. 7) 
й } 
Если провести четвертый лучъ черезъ начало, то должно вы- 
полняться равенство ^, =1, ибо тогда изъ равенства 6) должно 
вытекать, что и = о, 9 = сю. Двойное отношене будетъ. ‚ар ето 
равно /^. или же /^, если третй лучъ снова разсматривайь; какъ 
и Поэтому: СУ 
Въ формулЪ 6) Л равно двойному с@тношен!ю 
лучей [., №, Ги луча, проходящаго т в начало. 
Это значене /Х вполнф отв$чаетъ пре нему значеню / въ 
формулЪ 3) $ 5-го (стр. 70), если вмЪсто к. проходящаго че- 
резъ начало, взять безконечно удаленную Точку ряда Р,Р.Р., такъ 
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какъ, согласно $ 1, простое отношене трехъ точекъ можетъ быть 
разсматриваемо, какъ двойное отношенйе четырехъ точекъ, если 
четвертая точка безконечно удалена. 

Преобразован!е координатъ прямой. Само собой 
разумфется, координаты прямой такъ же зависятъ отъ системы коор- 
динатъ, какъ и координаты точки. Какъ послЪдня преобразуются 
изъ однЪфхъ въ друПя съ помощью формулъ преобразован, пока- 
зано въ & 4; исходя изъ этихъ формулъ, можно вывести соотвЪт- 
ствующ1я формулы для и, 9 слБдующимъ образомъ: 

Пусть (и, 9) будетъ какая-нибудь прямая, такъ что 


их и + 1=0 
есть ея уравнене. Посредствомъ формулъ преобразован!я ба) 5 4-го 


(стр. 64): 
х=х с03а — у зша-а 


у=х' зта и соза + В 
уравнен!е это замфняется уравненемъ: 


и (х' соза — и’ зта + а) Е о(х' зша -- и соза-- В) + 1=0 


ИЛИ 
х' (исоза Розта) Ри (— изта -Е осоз а) + (аи 9 + 1) =0 
или, наконецъ (по раздфлени на ди-Ё фо - 1): 
и соза - озта ,, — изта--9с05@ , У, 
ту об Те ди ро 1 м 


Но это уравнене, такъ какъ въ немъ постоянный членъ ра- 
венъ |, должно совпасть съ уравненемъ 


их оу + 1=0, 


гдЪ и, 9 суть новыя координаты прямой. Слфдовательно: 


‚ _ #С05 Я озша ‚ _—_изша-- 90$ а 8.) 
: ‚ааа воныИь ' еб че -,, К 
что и представляетъь собою искомыя формулы преобразованй: о, ыЫ 
видимъ, что онф также оказываются линейными, но дроб, Би ли- 
нейными, и притомъ, что очень существенно, правый `части ИХЪ 
суть дроби съ однимъ и тфмъ же знаменателемъ. «© 
Если начало сохраняется неизмфннымъ, то 4 = ф=0 и фор- 
мулы упрощаются: исх 
и =ис0за | озшя, о =— изша 2 0с0$ а. 8а) 
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Если же сохраняются неизм$нными направленя осей, то “= 0 


и поэтому: 
1 и 1 


р 
нЕ Т’ 7 = ди ро-ЕТ. эй 


На стр. 140 было указано, что уравнене первой степени 
относительно 1, 7: 
аи о -с=0 
представляетъ точку или—лучше сказать — пучекь лучей. Что же 
представляеть произвольное уравнен!е между и ит: 
Ра] = 
напримЪръ, квадратное уравнен!е: 
аи? + био - с9? + аи | ео = 0? 

Отвфтъ получается самъ собою. Это уравнен!е есть аналити- 
ческое выражен!е совокупности всЪхъ прямыхъ, координаты кото- 
рыхъ ему удовлетворяютъ. Какими же свойствами обладаетъ эта 
совокупность? 

Вообще уравнеше ф(х, и) =0 въ Декартовыхъ координатахъ 
представляетъ сплошную или непрерывную послдовательность то- 
чекъ, и этому здБсь соотвЪтствуетъ сплошная или непрерывная 
послфдовательность прямыхъ лин!Й такого рода, что переходъ 
отъ одной изъ нихъ къ другой является вполн$ постепеннымъ. 
Нужно представить себЪ какую-нибудь безконечно длинную прямую 
въ движени, чтобы въ этомъ движени усмотрЪть аналогГю съ не- 
прерывнымъ движенемъ по кривой. 

Какъ ясно видно на фигурахъ 49 и 950, такая непрерывно 
движущаяся прямая также описываетъ кривую, конечно, оне 
въ другомъ смыслЪ, нежели точка, именно такъ, что движущаяся 
прямая постоянно касается кривой *); и, обратно, касательная? "къ 
кривой въ какой-нибудь точкЪ непрерывно м$няетъ свое. а джене 
вмЪстЪ съ этой точкой. Поэтому: в. 

Уравнен1!е вида 2 (и, 9) =0 вообще п та етЕ 
собою такъ называемое тангенц!альное уравнен!е 

д 
2, 

*) ЗамЪтимъ, что на фиг. 49 и 50 начер вены лишь прямыя лини 

и несмотря на то огибаемая ими кривая обрисовывается вполнз ясно. 
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кривой, т. е. оно выполняется, если вм$сто и, т под- 
ставить координаты какой-нибудь касательной къ 
кривой. 


Фиг. 49. 


Поэтому каждая кривая, по введени координатъ прямой, им$- 
етъ два совершенно различныхъ уравнен!я: одно уравнен!е въ Де- 
картовыхъ координатахъ (х, и), которое удовлетворяется 
для каждой точки кривой, а другое уравнене въ координа- 
тахъ прямой (1, 5), которое выполняется для каждой касатель- 


ной къ кривой. Такимъ образомъ, здфсь точка кривой и касатель-<^ 


с Фо 
ная къ кривой соотвфтствуютъ одна другой. Но взаимное соот 


вътстве между ними можно прослфдить еще дальше. Сфкущая, 
соединяющая двф точки кривой, соотвфтствуетъ точкЪ пересьченя 
двухъ касательныхъ, и подобно тому, какъ каждая \сФкущая при 
безграничномъ сближен!и обфихъ точекъ кривой переходить въ ка- 
сательную, точка пересфчен!я касательныхъ окончательно становится 
точкой касаня. Или, короче выражаясь, аналоично тому, что ка- 


10. 


у 
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сательная проходитъ черезъ дв безконечно близкя точки кривой, 
дв безконечно близк!я касательныя пересЪкаются въ точкЪ кривой, 
въ точкЪ касаня. ДалЪе, двойной точкЪ, т. е. точкЪ, черезъ кото- 
рую кривая. проходить дважды (въ двухь различныхъ направле- 
няхъ), отвфчаетъ двойная касательная, т. е. прямая, которая каса- 
ется кривой дважды (въ двухъ различныхъ точкахъ), и Т. д. 

Этого достаточно; мы видимъ и здфсь въ полной мЪрЪ вза- 
имность между точкой и прямой. Она будетъ проведена до конца 
въ примБненНи къ коническимъ сЪченямъ въ дальнфйшихъ парагра- 
фахъ, гдЪ она послужитъ точкой отправленя столь изв$стной, 
изящной теор!и полюса и поляры; здЪсь же мы закончимъ настоя- 
щую главу еще н$сколькими общими замфчаНйями относительно 
уравненй въ координатахъ прямой. 

Положимъ, что дано уравнен!е кривой въ Декартовыхъ коор- 
динатахъ: 

а) ф(х, и) =0. 
Какъ разъяснено выше, эта кривая должна также имфть уравнен!е 
въ координатахъ прямой; спрашивается, какъ можно найти это 
уравнене. Планъ рЪшен!я легко указать. Пересфчемъ кривую 
прямой 

их у 1=0 

и установимъ услове, которому должны удовлетворять коэффи- 
щенты и, 9 для того, чтобы дв изъ точекъ пересфчен!я совпали. 
Но такъ какъ коэффищенты и, о суть не что иное, какъ коорди- 
наты взятыхъ прямыхъ, то найденное услове тождественно съ иско- 
мымъ уравненемъ въ координатахъ прямой. 

ПримЪръ. Пусть кривая будетъ кругъ, уравнене котораго: 


а у — = № 

) ВЕ м 
Пересфчемъ его прямой: «\” 

У 
их + и- 1=0. © 
1 
Изъ послфдняго равенства вытекаеть = — —-;>>), подста- 
—— 
вивъ это въ уравнене а), получимъ: © 


5 ] а И а 6 и 


$ __ 


(и Е) 2хи 1 — 7—0. 


ИЛИ 
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Если прямая должна быть касательной, то абсциссы обЪихъ 
точекъ пересфчен!я должны совпасть. А это даетъ услов!е: 
(из -- 5?) (1 — 1242) — и? =0 
или 
и? -- 9? — 72 — 144 — и?=0 
и, наконецъ, 
12 (1 — 72 (м? - 972) = 0. 

Первый множитель 17° долженъ быть отброшенъ, ибо ра- 
венство 7? =0 указываетъ, что прямая параллельна оси у-овъ, а 
въ этомъ случа абсциссы точекъ пересфченя, очевидно, всегда 
равны другъ другу, будетъ ли прямая касательной или н$фтъ. Та- 
кимъ образомъ, въ качествЪ уравнен!я круга въ координатахъ пря- 
мой (или, какъ говорятъ, въ тангенщальныхъ координатахъ), мы 
получаемъ равенство 

Ь) 1—7 (2-9) =0 

Если, наоборотъ, дано уравнене кривой въ координатахъ 

прямой: | 


Ь) И, о) =0, 
то присоединимъ къ нему уравнене пучка: 
их оу 1 =0, 


т. е. разсмотримъ всф касательныя къ кривой, проходяния черезъ 
точку Р(х, и). Эта точка будетъ точкой касаня, если дв изъ 
этихъ касательныхъ совпадаютъ. Такимъ образомъ, если желаемъ 
получить уравненйе той же кривой въ Декартовыхъ координатахъ, 
нужно лишь отыскать услов!е этого совпадения. 

ПримЪръ. Прямая / движется такъ, что сумма отрЪзковъ, 
отсфкаемыхъ ею на осяхъ, постоянна и равна а. Какую кривую она 
при этомъ огибаетъ? 


РЪшен1е. Должно быть д 
< 
ртч=а .©> 
ИЛИ & 
# 0 У 
Ь) и о аиу =0. х 
Это есть уравнене кривой въ координатахъ, 55, Возьмемъ 


теперь прежде всего произвольную точку Р св КОоординатами хиу, 
слЪдовательно, съ уравненемъ У 
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их уи-1=0, 
и отыщемъ проходяцйя черезъ точку Р касательныя. Имфемъ 
_ _ МУ, 
— =: 
подставимъ это въ уравнене кривой: 
И ] о 1 
__ 91 —- т. 
х х 
ИЛИ 
ау Ро (а--у—х) +1=0. 
Это уравнене относительно 7 имЪетъ два равныхъ корня, если 
(а у—х)— 4ау=0 
ИЛИ 


а) (их) — 2а(и + х)- а? =0 

Это есть искомое уравнене въ Декартовыхъ координатахъ. 
Согласно дальнфйшимъ изслфдованямъ (5 16), оно представляетъ 
параболу, которая касается оси х-овъ и оси у-овъ въ двухъ точ- 
кахъ, имфющихь разстоянйе 4 отъ начала. (Число р или 4 можетъ 
быть и отрицательнымъ, тогда алгебраической сумм$ Р--4 отвЪ- 
чаетъ абсолютная разность.) 

Въ обоихъь примф$рахь уравнене въ координатахъ точки и 
уравнен!е въ координатахъ прямой имфютъ одну и ту же степень, 
именно, вторую. (Ср. $ 22.) Что вообще обЪ степени не совпа- 
даютъ, показываетъ сама прямая линя. Въ самомъ длЪ, въ Декар- 
товыхъ координатахъь она имфетъ уравнене первой степени, въ 
координатахъ же прямой она вовсе не имфетъ уравненя, но лишь 
двЪ координаты. Обратное получается въ отношени точки. Поэтому 
согласились степень уравнен!я кривой въ Декартовыхъ координатахъ 
называть ея порядкомъ, а степень уравнен!я въ тангенщальныхъ 
координатахъь — классомъ кривой, такъ что прямая есть кривая 
перваго порядка и нулевого класса, точка — кривая нулевого 10° 
рядка и перваго класса; съ другой стороны, какъ показывають при- 
мфры, кривая второго порядка принадлежитъ также иСвторому 
классу. [Кривая (фиг. 50), которая получается, если ох трЬЗокь дан- 
ной длины скользитъ между осями координатъ, есть кривая четвер- 
таго класса и шестого порядка.| _ 

Если мы сопоставимъ два уравнен!я въ. Координатахъ прямой 


Е (и, °)=0, Ф@ы, 5) $0 


$ 11. КООРДИНАТЫ ПРЯМОЙ. ТАНГЕНШАЛЬНЫЯ УРАВНЕНИЯ. 149 


и разрфшимъ ихъ относительно и, 9, какъ неизвфстныхъ, то, оче- 
видно, этимъ опредфлятся обийя касательныя обфихъ кривыхъ. Если 
первая кривая 7-го класса, а вторая— и-го класса, то, согласно 
$ 8, число этихъ касательныхъ равно т.п. Въ частности, если по- 
ложить 77 = 1, то получимъ слБдующее предложен!е: 

Къ кривой п-го класса изъ каждой точки пло- 
скости можно провести и (вещественныхъ или мнимыхъ) 
касательныхъ. 

Эта теорема вполнф аналогична теорем въ & 8 относительно 
того, что кривая п-го порядка перес$кается прямой въ и точкахъ. 


Задачи. 


1. Прямая движется такъ, что образуетъ съ осями координатъ 
треугольникъ данной площади А. Требуется найти огибаемую ею 
кривую, выразивъ ее а) тангенальнымъ уравненемъ, которое за- 
тфмъ нужно преобразовать въ Ъ) ея уравнеНе въ Декартовыхъ 
координатахъ. 

2. Задача та же, что и 1., но постоянной величиной явля- 
ется не площадь, но периметръ, равный 95. 

3. Дана кривая второго класса: 

о --2и— 209-1=0. 

Система координатъ параллельно переносится такъ, что начало 
совпадаетъ съ точкой, которая теперь имфетъ координаты (2, | 3). 
Какой видъ тогда приметъ уравнеше, если преобразованныя коор- 
динаты обозначить черезъ и’, о’? 


Третья глава. 
$ 19—18. 


$ 12. 


Кругъ. — Кругъ и точка. — Кругъ и прямая.— Два круга. — 
Пучекъ кругов. — Связка круговъ. 


Уравнен!е круга съ радусомъ 7, отнесенное къ центру, ко- 
торое мы многократно уже приводили, имфетъ видъ: 


26° -- у — 2 =0. 1) 


Если же центръ 
| имфетъьъ коорди- 
ы | у наты 4 и В (фиг. 
`. те _ | 51), то вмЪсто 
И 
| 


х и и сюда нуж- 


> 


но подставить 


хи В, 
т. е. координаты 
Е НЫ относительно 
. ее енн--н-- & Не -----4 > 
| центра, такъ что 
| 


наиболфе общее 


1 уравнен1е < 
иметь Вид 
Фиг. 51. © 
= (и а) (у —6— т =0, < 2) 


гдЪ лЪвая часть снова для простоты обозначена черезь” Хы. 
Если выполнить возведене въ квадратъ, то ‘уравнене преоб- 
разуется такъ: 5% 


О=и + У т + пу р= 2а) 
СУ 
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при чемъ 
т=—2а, п=— 2, р=а- фт. 3) 

Въ этой формЪ уравнен!е круга имфетъ пять членовъ. Степень 
его равна двумъ, но оно отнюдь не является наиболЪе общимъ 
уравненемъ второй степени, какое только возможно построить. Въ 
самомъ дфлЪ, во-первыхъ, въ немъ отсутствуетъ членъ, содержаний 
произведеше ху, во-вторыхъ, коэффишенты при х? и 1? равны 
между собой. (Что они оба равны 1, представляется при этомъ не- 
существеннымъ, ибо, умноживъ уравнен!е на какое-нибудь число, 
можно ихъ сдЪлать произвольно большими или произвольно малыми). 
Но и наоборотъ: 

Признаки уравнен!я круга. Если въ уравнен!и второй 
степени отсутствуетъ членъ, содержашйй произведеше ху (т. е. если 
этотъ членъ имфетъ коэффищентъ 0), если, сверхъ того, коэффи- 
щентъ при х? равенъ коэффищшенту при 1”, такъ что уравнене 
иметь видъ: 

Ах? 1? -- Мх- Му + Р=0, 
то оно представляетъ кругъ. 

Въ самомъ дЪлЪф, если, прежде всего, разд$лимъ уравнене 
на Л и положимъ: 


М з фр 
к И, 5 Зе = 7 . З Е - 
п л р 


то оно приметъ видъ 2а) 
Хх | и -- тх -- пу р=0. 

Переходъ къ формЪ 2) облегчается теперь уравнен!ями 3), ко- 
торыя, по разръшени ихъ относительно координатъь а и 6 центра 
и радтуса т, даютъ: 

ао, 6=— 9, '=УмР—р=|/ р. 4) 

Зам чан1я. 1. Если ^ = 0, то величины т, И и р, сл” 
вательно, также а, ри 7 становятся безконечно большими; ; поэтому 
каждая прямая линНя можетъ быть разсматриваема, какъ Г СЪ 
безконечно большимъ радусомъ и безконечно амер цент- 
ромъ; вообще кривую низшаго порядка всегда мо но представлять 
себЪ частнымъ случаемъ, результатомъ вырожден/я „кривой высшаго 
порядка, который получается, если въ соотвфттВующемъ уравнен!и 


Е 
равны нулю коэффищенты высшихъ членовъ: © 
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2. Въ формулахъ 4) радусъ 7 выраженъ квадратнымъ корнемъ. 
Если подъ радикаломъ иаходится отрицательное число, то 7 стано- 
вится мнимымъ, а вмстЪ съ нимъ и самый кругъ. Если же подра- 
дикальное количество случайно равно 0, такъ что и т =0, то кругъ 
обращается въ точку —его центръ. ДЪйствительно, въ этомъ случаЪ 
уравнен!е 2) переходитъ въ слфдующее: 

(х— (9—8) =0; 

послфднее, если требуются вещественныя значеня, выполняется 
только при х=а, и=6. 

3. Въ то же время, при допущени мнимыхъ величинъ, это 
уравнен!е распадается на два, такъ какъ 


(ИВ (х— а) = [Уф —1 (фа (к — а], 
такь что либо 
(и— 2) —1(х — а) =0, 


и (—@=0. 

Это суть двЪф мнимыя, но проходяшия черезь вещественный 
центръ (4,62) прямыя, именно, нулевыя прямыя, такъ какъ ихъ 
угловые коэффищенты равны ри — 1. 

Положимъ, напр., что дано уравнен!е: 

ХЗ | у — бх -|- 89 — 11 =0. 

Оно представляетъ кругъ, такъ какъ отсутствуетъ членъ, со- 
держаций ху, и коэффищенты при х? и при 1/° равны между собой. 
Для того, чтобы представить его въ вид 2), дополнимъ до пол- 
наго квадрата выраженя х?— 6х и 1/7 -|- 81, прибавивъ къ нимъ 
соотвфтственно Э и 16, и вычтемъ сумму этихъ чиселъ; тогда 


либо 


получимъ: 


(х— 3) + (и+ 4} —36=0, 


а=4 3, р=— 4, гт=У36=6. у 
Если бы постоянный членъ равнялся -|- 20 вместо — Ну’ то 
7 равнялось бы нулю. Такимъ образомъ, уравнене © 


Хх? у? — бх-- 8у -- 25 =0 хо 
представляетъ безконечно малый кругъ. < 
Если бы же постоянная была еще больше, скажемъ, -- 29, то 
уравнен!е перешло бы въ слфдующее: 90° 


ых 
(«— 3) + (9-44 


© 
©» 
и 


4 


такъ что 


© 
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и ралусъ г быль бы равенъ У —4 =. Дъйствительно, это урав- 
нене, очевидно, вообще не можетъ бытъ удовлетворено веществен- 
ной парой значенй (х, и), ибо послфдй членъ лЬвой части есть 
положительное число (= | 4), а два другихь также либо пред- 
ставляютъ собой положительныя числа, либо же, въ крайнемъ случаф, 
могутъ быть равны 0. 

Задача. Даны точки Р, (х,, 9.), Рь(х., и.), Рь (хз, Из). Тре- 
буется найти уравнене проходящаго черезъ нихъ круга. 

Ршен!е. Лучше всего- взять это уравнеше въ формЪ 2): 


хе у тх- пу -р=0, 
подставить въ него вмфсто перемф$нныхъ координатъ по порядку 
числа х,, И,, затЪмъ, х., И›, наконецъ, х., Из, и вычислить т, и, р, 
какъ „неизв$стныя“. ПослЪ этого перейдемъ къ форм 1) и опре- 
дфлимъ а, В, 7, т. е. центръ и ращусъ. 

Задача. Кругъ заданъ своимъ уравненшемъ: 

И = (х— а - (и— 6) — = тх + ву -р=0; 
кромЪ того, дана точка Р(=, 1). ОпредЪфлить положеше точки отно- 
сительно круга. (Фиг. 51, стр. 150). 

Точка лежитъ внутри или внЪф круга въ зависимости отъ того, 
будеть ли ея разстояне р отъ центра меньше или больше ра- 
длуса г. Но 


р= МР= УЕ аа — 5, 


ии. 
Справа же стоитъ опять выражене (Ц съ тою разницею, что 
въ немъ вмфсто перем$нныхъ х, 1 подставлены значеня &, т. Та- 
кимъ образомъ, въ зависимости отъ того, будетъ ли: 


такъ что 


2 
О т) — 0, 5) д} 
= е 
до” 
точка Р лежитъ вн круга, на круг или внутри круга. $ 


Подъ степенью точки Р относительно круга разум ют®/Жакъ 
извфстно, произведене отрфзковъ, отс$каемыхъ кругом” на” какой 
либо сфкущей, проходящей черезъ точку Р, ее отрЪзки отъ 
точки Р. Если точка Р лежитъ внф круга (фиг. 51) то степени при- 
сваиваютъ знакъ -- и значене ея проще всего выражается квадра- 
томъ длины касательной, проведенной къ кругу ивы точки Р; если 
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же эта точка лежитъ внутри круга, то ея степень равна взятому съ 
отрицательнымъ знакомъ квадрату половины наименьшей хорды, 
перпендикулярной къ проходящему черезъ точку Р дламетру. Нако- 
нецъ, когда точка Р лежить на кругЪ, ея степень равна 0. 

Въ первомъ случаф найдемъ (фиг. 51): 


р = РМ — т? = (Е — а) и— 6) — 7 =0 ($, т). 55а) 
Во вторэмъ случаф (отв$фчающая ему точка на фиг. 51 для 
отличЧЁя обозначена черезъ (Р)): 


52 =72 — МР? = 12 — (Е — а) — (1—6) 


ИЛИ 
(ЕЕ -РНИ, 1. 55) 
Наконецъ, въ третьемъ случаЪ немедленно получаемъ: 
0= (Е — 4) 4 (2—8 — = 0,1. 5с) 


Такимъ образомъ, степень точки Р(&, т) относитель- 
но круга аналитически представляется выражен! емъ 
С(Е, т). Это вполнф отвфчаетъь формулЪ 3) $ 9-го (стр. 123) для 
перпендикуляра, опущеннаго изъ точки на прямую. ПримЪръ: 

(Ех? -{ 12 — 6х | 8у — 11 =0 (кругъ). 
аа, =) РЖ о, Ч РЕЗ, +2). 


Путемъ подстановки найдемъ: 


О (—4, —4)=- 13, И (+5, + П=— 7, ЧС, + 2)=0 
СлЪфдовательно, точка Р лежитъ внф круга, и касательная изъ 
точки Р имЪфетъ длину [= У 13. Точка Р’ лежитъ внутри круга, и 
половина наименьшей проходящей черезъ нее хорды иметь длину 
; = 77. Точка Р” лежитъ на круг. 
Задача. Кругъ заданъ уравнен!емъ: 
= (х — а)? - (и— 2) —П=0 
и прямая — уравнен1емъ: к) 
Г=ах + Зи 1 =0. 59 
Требуется опредфлить положене прямой относительно круз: га? 
Р$шен!е. БыстрЪе всего мы придемъ къ цфли, если вычи- 
слимъ длину А перпендикуляра, опущеннаго на прямую изъ точки 
М (а, 5), согласно формулЪ 3’) $ 9-го (стр. 123) м 
РУ аа -Е Во - Г 5. 


ы + Уж 8 ^ С 
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и сравнимъ величины А и Т. Такимъ образомъ, въ зависимости отъ 
того, будетъ ли 


>_ 
(ва НВ) — (4+ М)” =0 
— 


прямая проходитъ совершенно внЪ круга (является мнимой сЪкущей), 
касается круга или пересЪкаетъ его въ двухъ точкахъ. 
Напр.: ЧИ==х? - 9? — 6х | 8у—11 
— (х — 3) (и - 4)? — 36 =0 (кругъ) 
Г = —4х-- 5у —7=0 (прямая лин). 
Такъ какъ здЪсь а= +3, р=— 4, г=б, а=— 4, В= 5, 
у = — 7, то 
(аа Е ВВ Е 1)? — (а? - 3?) 7? = 39° — 41.36 = - 45, 


39 


т. е. прямая проходитъ внф круга (А = ——— = 6,09, х= 6,00). 


Е 


Другое, хотя чисто аналитическое, но въ разсматриваемомъ 
случаЪ нфсколько боле сложное рьшене получается путемъ вы- 
числен!я координатъ точекъ пересфчен!я круга съ прямой. Для этого 
выразимъ и явно: 


и подставимъ его выражен!е въ уравнене круга. Такимъ образомъ 
получится для х квадратное уравнене. Въ зависимости отъ того, 
иметь ли оно два мнимыхъ или вещественныхъ корня, прямая 
является мнимой или вещественной сфкущей и т. д. 

Задача. Два круга заданы уравненйями: 


аи ху их ину, =0, 
(5 = (х — в) Е (у — В), = у? Е тох--ньу + рь = 0. 


Требуется опредфлить ихъ относительное положенее. то 
Рьшен!{е. Для этого вычислимъ центральную линйо с= ММ, 
по формулЪ: © 
с=У(а, —в}- 6—5). < 
Теперь можетъ оказаться, что , < 
1] с>л; -,и,; круги расположены одинъ НЬ другого. 
2) с=и, {7,; они касаются извн$. &^ 


3) с< и '., нс "и — п} круги‹ <переськаются. 
4) с =", —г.|; круги касаются изнутри. 
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5) с< и; —и,|; менышй кругъ лежитъ цфликомъ внутри 
большаго. 
ба) с = 0; круги являются концентричными. 


Уголъ, подъ которымъ пересфкаются круги, есть уголъ, обра- 
зуемый касательными или нормалями въ точкЪ перес$ченя. Такъ 
какъ для круга нормали совпадаютъ съ рад1усомъ, то уголъ перес$че- 
ня а опредфляется здЪсь по теоремЪ косинусовъ*) изъ равенства: 
р 


Я 


С0$ 9 — 


Если, въ частности, круги пересфкаются подъ прямымъ уг- 


ломъ, то 


2 2 2 ГЕ 
а Са >= 
или, наконецъ, согласно равенствамъ 3) (стр. 151): 
ить | тп, —2(р р.) =0. 6) 
Мы видимъ, что это услове имфетъ большое сходство съ 
формулой 5) 5 9-го (стр. 125), обуславливающей перпендикуляр- 
ность двухъ прямыхъ. 
Задача. Два круга заданы своими уравненйями: 
Требуется найти опредфляемый ими пучекъ круговъ: 
и -- А ой == 0. 
Что общее уравнене (0; -- ХО, == 0 представляетъ кругъ, не- 
медленно вытекаетъ изъ вида этого уравнен!я; дЪйствительно, 


О -ХО, = 2 (1 РА (м, + Хм.) х + (и, + м.) уч 
+ (ф, + №,). 

Такимъ образомъ, признаки уравненя круга выполняются Чри 
каждомъ значен!и ^, такъ какъ всегда отсутствуетъ членъ, сфодер- 
жаций ху, и коэффищентъ при х? равенъ козе СаВи у. 
Если желательно сдфлать эти коэффищенты равными в то слЪдуетъ 
еще раздфлить общее уравнен!е на 1 Ли пе его въ видЗ: 


ИЛИ 


ай г 


*) Подъ теоремой косинусовъ въ германскибть, руководствахъ ра- 


зумЗютъ соотношене АСУ 
а? = 1 с — 246 с05 А. ° Прим. ред. 
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И -ХО. 
1-А 

Если два круга, заданные первоначально, пересфкаются въ 
двухъ точкахъ, то всЪ круги пучка должны проходить черезъ эти 
двЪ точки уже потому, что общее уравнене есть результатъ соче- 
таня двухъ исходныхъ уравненйй и, слЪдовательно, удовлетворяется 
координатами тЪхъ точекъ, которыя обращаютъ въ нуль Цзи Ц. *). 

Если двЪ точки пересфчен!я совпадаютъ, т. е. круги (Ц. = 0, 
0. =0 касаются въ одной точкЪ, то пучекъ состоитъ изъ вс5хъ 
круговъ, которыя въ этой точкЪ касаются другъ друга и данныхъ 
круговъ. **) 


(П=— 


Е 7) 


*) НЪсколько труднЪе доказать, что и, обратно, всяюй кругъ, про- 
ходяний черезъ точки пересЗченля круговъ 0, = 0 и (0, = 0 можетъ быть. 
выраженъ уравненемъ вида (0, | ЛО, = 0, если надлежащимъ образомъ 
выбрать параметръ 7. Въ самомъ дЪлЪ, пусть С, и С, будутъ центры 
двухъ исходныхъ круговъ. Если тогда 

(=? + у? — 2а.х — 2у—с и ЦЕНУ — 2а,х — 29—с, (1!) 
то координаты центровъ этихъ круговъ будутъ (а,, 6,) и (а, 6.). Пусть 
С, будетъ центръ произвольнаго третьяго круга, проходящаго черезъ. 
точки пересЪчен!я двухъ первыхъ; онъ расположенъ въ такомъ случаЪ 
на прямой С,С, и дЪлитъ отрЪзокъ С,С, въ нзкоторомъ отношени, ко- 
торое мы обозначимъ черезъ — д. Придерживаясь обозначенй, принятыхъ. 
въ 5$ 1 на стр. 9, мы можемъ сказать, что полагаемъ 

(С, С, С, =—^; 
а потому, по формуламъ 3) $ 5-го (стр. 70) (если замЪнимъ въ нихъ ^ 
на — 7), координаты (а., 6.) точки С, будутъ: 


ое 4 -- Аа. й № Е АВ, 

ТА ТЕЛ 
На это ниже указано и въ текст3. Теперь возьмемъ кругъ (И, + ЛИ, =0, 
гдЗ ^ имЗетъ указанное сейчасъ значене. Какъ мы видЪли, это есть 

кругъ, проходящй черезъ точки пересВченя данныхъ двухъ круговъ; сто < 
другой стороны, зам$няя здЪсь (Ц, и (, ихъ выраженями (!), мы лерко” 
обнаружимъ, что координаты центра этой окружности какъ разъ равны 


аз и В,; слЪдовательно, это и есть нашъ тремй кругъ. дс” 
Такимъ образомъ, всЪ круги, проходяще черезъ одних ‚ТВ же 
двЪ точки, образуютъ пучекъ круговъ. Дб. ред. 


**) Если круги (0, =0 и (0, =0 имЗютъ общую т ку М и мы по- 
ложимъ И=О, + ЛО,, то и кругъ И = 0 проходитъ р ту-же точ- 
ку М; если круги (0, = 0 и (0, = 0 касаются въ теб М, то и кругъ 
О = 0 касается ихъ въ этой точкЪ; въ самом У ДЪлЗ, если-бы круги: 
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Перейдемъ къ тому случаю, когда два данныхъ круга вовсе 
не имБютъ ни одной общей точки, напр., если они расположены 
одинъ вн другого или менышй кругъ лежитъ цфликомъ внутри 
большаго. И тогда уравненше 7) опредфляетъ пучекъ круговъ, но 
въ этомъ случа нужно н$фсколько боле углубиться, чтобы уяснить 
себЪ связь между ними; мы обратимся къ выводу построенйя, кото- 
рое во всфхъ случаяхъ ведетъ къ ц$ли. 

ЗамЪфтимъ прежде всего, что для = 
кругъь обращается въ прямую съ уравненемъ 

0, — (Ц. =0 или х(т, — т.) + у(п, — и.) (р. — р.) =0. Та) 
Эта прямая перпендикулярна къ центральной лини и въ томъ слу- 
чаЪ, когда круги пересЪкаются, очевидно, есть не что иное, какъ 
общая сфкущая или радикальная ось обоихъ круговъ. Но эту 
прямую называютъ радикальной осью и тогда, когда этого нфтъ 
(и она проходитъ черезъ дв мнимыя точки пересфчен/я). 

Геометрическое значен!е этой радикальной оси, котораго она 
не утрачиваеть и въ послфднемъ случаф, должно опредфляться 
уравненемъ 7а). Оно показываетъ, что, если точка Р(х, ) лежитъ 
на радикальной оси, то подстановка ея координатъ въ выражен!я (И, 
или Ц. приводитъ къ одному и тому же результату, ибо, согласно 
уравненю 7а), Ц, = (.. Поэтому, на основан и теоремы о степени 
точки относительно круга, видимъ: 

Радикальная ось есть геометрическое м$сто 
точекъ, имфющихъ равныя степени относительно 
обоихъ круговъ (И, =0и (0. = 0. 

Но радикальная ось является также геометрическимъ мЪ$стомъ 


-—1 соотв$тствующий 


точекъ, имфющихъ равныя степени относительно всЪхъ круговъ 
пучка; въ самомъ дфлЪ, если положить въ равенств$ 7) И, =(., 


то получимъ: / 
В «> 


О =0 и 0, = 0 не соприкасались въ этой точкЪ, то они имЪли, бы” еще 
одну общую точку №; въ этой точкз М№ обращались бы въ нуль рыраже- 
ня О, ЛО, и (,, а потому обращалось бы въ нуль и выра еше (0) 
т. е. черезъ ту-же точку проходилъ бы также кругъ И, что про- 
тивно условю, ибо круги (С, =Ои 0, =0 имБютъ только одну общую 
точку. Итакъ, всяк кругъ пучка (Ц, + ХО, = 0 касается первыхъ двухъ 
круговъ въ одной и той же точкЪ М, р въ „сияу простыхъ геоме- 
трическихъ соображенй вытекаетъ, что всЪ эти круги соприкасаются 
также другъ съ другомъ въ той же точк$. С Прим. ред. 
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ХО, _ О: АО, _ [1 и 
Е т 

При этомъ опредЪлен!и радикальной оси, какъ лини равныхъ 
степеней, мы не пользуемся точками пересфченя круговъ. Оно 
даетъ построен е этой важной прямой даже въ томъ случаф, когда 
точки пересфченя суть мнимыя точки *). 

Второе свойство пучка круговъ состоитъ въ томъ, что центры 
всфхь его круговъ лежать на одной прямой. ДЪйствительно, со- 
гласно уравнен!ю 7): 


р 


т; | Ать сам - ^ п. 


№; = з 


) 


Е: ТЕЛ 
или, такъ какъ 
И: И 
аа —— 


получаемъ: 
а, + ^а5 ‚_ №. 

Ка о Е ^ 
это есть не что иное, какъ хорошо знакомое намъ параметрическое 
выражене прямой 3) $ 5-го (стр. 70), при чемъ лишь — Х зам$- 
щено черезъ -^. 

Сказанное уже даетъ намъ возможность построить пучекъ 
круговъ 7) даже тогда, когда круги Ц. =0, 0, =0 не перес$ка- 
ются (фиг. 52). Проведемъ линю центровь М,М,, на которой 
должны лежать центры всЪфхъ круговъ, построимъ затфмъ ради- 
кальную ось и отыщемъ точку О пересЪченя ея съ линей цент- 
ровъ. Такъ какъ точка О, какъ и каждая другая точка радикаль- 
ной оси, иметь одну и ту же степень въ отношении круговъ 
И, =0и 0. =0, то касательныя, проведенныя изъ этой точки къ 
обоимъ кругамъ, равны между собой (== #). Но вдь точка О т 

«< 


*) ПростЪйшимъ построенемъ является слФдующее: чертять” а? 
кой-нибудь трей кругъ, пересЪкающ оба данныхъ круга ., ‘прово- 
дятъ обЪ общя сЪкущя и изъ точки ихъ пересЪчен!я опускають пер- 
пендикуляръ на линю центровъ данныхъ круговъ. Этоть.° 'перпенди- 
куляръ и есть искомая радикальная ось. Это ясно изъ то м. ра- 
дикальной оси, что она перпендикулярна къ лини центровъ двухъ кру- 
говъ и проходитъ черезъ радикальный центръ этихъдвухь и какого 
нибудь третьяго круга. (См. ниже стр. 163). “< 


Я = 
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одну и ту же степень въ отношении всфхъ круговъ пучка; по- 
этому построен!е посл$днихъ можетъ быть выполнено слЪдующимъ 
образомъ: 


Фиг. 52. 


Вокругъ точки О радусомъ Ё описываютъ кругъ, изъ произ- 
вольной точки М лини центровъ проводятъ къ нему касательную 
и вокругь точки М описываютъ кругъ рад1усомъ, равнымъ этой 
касательной. Этотъ кругъ и будетъ тогда кругомъ пучка. Въ са- 
момъ дфлЪ, во-первыхъ, центръ его лежитъ на центральной лини 
М, М, и, во-вторыхъ, степень точки О относительно него имфетъ 
значене /2, такъ какъ проведенная къ нему изъ точки `О касатель- 
ная имфетъ длину Г. Такимъ образомъ, точка О имфетъ одну и 
ту же степень въ отношении всфхъ круговъ, построенныхъ р 
нымЪъ путемъ; это справедливо также и для всЪхъ точекъ радикаль- 
ной оси, напр., для какой-нибудь ея точки 4; но общей паб ка- 
сательныхъ будетъ не , а У? О42?. 5’ 

Если точку М привести въ совпадене съ точкой” В или С, 
то соотвЪ$тствуюцщиЙй кругъ обратится въ точку, вил чего точки 
В и С называются также „предфльными точками“ 1 пучка. Если же 
взять точку М между точками Ви С, то сботвЪтствующаго круга 
не существуетъ (онъ оказывается а 
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Въ указанномъ построенйи точка О), въ которой пересфкаются 
радикальная ось и линйя центровъ, взята лишь ради симметрли. Она 
можетъ быть замфщена любой точкой „4 раликальной оси; но тогда, 
какъ было замфчено выше, и К должно быть замфщено черезъ 
УР-О24?. Такимъ образомъ, получается второй (пунктирный) 
пучекъ круговъ, которые вс прохолятъ черезъ „предФльныя точки“ 
В, Си въ своемъ расположен!и относительно перваго пучка обла- 
даютъ той особенностью, что каждый кругъ одного пучка пересф- 
каетъ каждый кругъ другого пучка подъ прямымъ угломъ. 

Быть можетъ, для читателя не будетъ лишено интереса слЪ- 
дующее зам$чане: если ограничиться внутренней частью круга, 
описаннаго изъ точки О радусомъ А, то чертежъ, очевидно, имфетъ 
сходство съ тфмъ представленемъ земного полушар1я, какимъ обык- 
новенно пользуются въ нашихъ атласахъ. Это сходство переходить 
здЪсь даже въ полное совпаден!е; мы совершенно случайно столк- 
нулись съ такъ называемой стереографической проекщей сферы *). 

ПростЪйшее аналитическое выражен!е этихъ обоихъ пучковъ 
круговъ, при которомъ радикальная ось и линйя центровъ замЪ- 
щается одна другой, получится, очевидно, если прямую М.М, вы- 
брать за ось х-овъ, а радикальную ось сдБлать осью и-овъ. Тогда 
первый пучекъ выражается уравненемъ: 

хз у 12 шх = 
т. е. уравненемъ пучка круговъ, проходящихъ черезъ точки пере- 
сфчен!я круга х? -{ 1? 1? =0 съ прямой х=0 т. е. съ осью и 
(въ качеств параметра пучка здфсь слЪдуетъ разсматривать вели- 
чину 21), въ то время какъ второй пучекъ аналитически выра- 
жается уравненемъ: 

2 —- 1 2 


достаточно просто взглянуть на формулу 6) (стр. 156), чтобы еще 


? |- пу =0 (здЪсь величина и есть параметръ); 


ед 


*) Этотъ способъ проекщи есть наиболЪе древний, найденный (65- 
лЪе 2000 лБтъ тому назадъ великимъ астрономомъ Гиппархомъу{ Хири- 
мЪняется большинствомъ и по сю пору. Если точки Ви С совпадають 
съ сЪвернымъ и южнымъ полюсами земли, то первый пучекъ ружностей 
даетъ параллели, а второй — мериданы. Такого рода зоб Жене полу- 
чается, если спроектировать разсматриваемое а центра дру- 
гого полушаря на экваторальную плоскость или назило ость, ей парал- 
лельную. | д 


11 
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разъ убЪфдиться, что каждый кругъ одного пучка пересфкается съ 
каждымъ кругомъ другого пучка подъ прямымъ угломъ. 

Случаи вырожден!я пучка круговъ. 1. Если данные 
круги (И, =0, Ч. =0 являются концентричными, такъ что #1, = т. и 
п, =и., то радикальная ось имфетъ уравнене 0.х--0.и-- (р. — р. )=0. 
Она безконечно удалена и пучекъ состоитъ изъ всфхъ круговъ, 
концентричныхъ съ кругами И, =0, (Ц, =0, между тЪмъ какъ орто- 
гональный пучекъ круговъ сводится къ пучку лучей, центръ кото- 
раго совпадаеть съ общимъ центромъ концентричныхъ круговъ. 
2. Если два данные круга касаются, то точки В и С сливаются въ 
одну точку. Первый пучекъ состоитъ тогда изъ всфхъ круговъ, ко- 
торыя въ этой точкЪ касаются круговъ Ц, =0, Ц. = 0; второй пу- 
чекъ состоитъ изъ круговъ, также соприкасающихся между собой 
въ той же точкЪ; но общая касательная второго пучка перпенди- 
кулярна къ общей касательной перваго пучка. 

Задача. Даны какихъ-нибудь три круга (не принадлежаще 
одному пучку): *) 

(= - ут щи р =0 
(=? - 12 + тьх + пу | рр =0 
О = 2 -{ 13 + т.х + изу р. =0. 


ИзслЪдуемъ опредфляемую ими „связку круговъ“: 


же 
а т. 8) 
РА 
Каждой парЪф значенйй ^, и отвфчаетъ кругъ; назначене дЪ- 


лителя 1 - ^-- в — сдфлать коэффищенты при х? и 1? равными 1. 
Коэффищенты 1, и, р для круга Ц =0 получаютъ значенй: 


ты Ат, + т, Ре Аи Низ, _ РЕ А НЫ ‚8а) 


ЕЬы *”^ ТЕЛЬ ^^ а «5 
Между кругами связки есть безконечное множество ыы 
которыя получаются, если 1 + А-и=0 или в = — 1 — №. Подста- 


вивъ это въ уравнеше И = 0 (по освобожденйи отъ. Знаменателя), 


—_ 
(9 — Ч -А(С. — И.) = о 


+ 3 
) Чертежи не даны умышленно, такъ какъ` центръ тяжести изслЪ- 


дованшй долженъ быть сосредоточенъ въ аналитическихъ формулахъ. 


получимъ: 
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Такъ какъ разности И. — (С; и (5 -— 0. суть линейныя вы- 
ражен1я, то это уравнен!е представляетъ пучекъ лучей, который 
входитъ въ составь нашей связки круговъ и образуетъ совокуп- 
ность ея „радикальныхъ осей“. 

Если, вмБсто уравнен1я 


1 Е ). а | = 0, 
возьмемъ какое-нибудь другое уравнен!е первой степени относительно 
лиш: 
а-РВА--ть=0 
а В 


и опредфляемое отсюда значене {= — — —— подставимъ въ урав- 
т 


нене (= 0, то получимъ уравнене: 
а В 
бр т 0 (О, в 0) = 0, 


выражающее пучекъ круговъ. Связка круговъ состоитъ изъ безко- 
нечнаго множества такихъ пучковъ круговъ; при этомъ, если два 
круга принадлежатъ связк$, то и вс круги опредфляемаго ими 
пучка также принадлежатъ связк$. 

Радикальныя оси трехъ данныхъ круговъ, т. е. три прямыя съ 
уравненями (И, — 0, =0, (, — 0. =0, И. — 0, =0 пересЪкаются 
въ одной точкЪ, въ радикальномъ центрЪ связки. Онъ им$етъ одну и 
ту же степень не только въ отношенйи трехъ первоначально дан- 
ныхъ круговъ, но и въ отношен]и всфхъ круговъ связки; дЪйстви- 
тельно, если въ равенствЪ 8) положить Ц; = Ц. = Ц., то получимъ 
В = О, =(.. 

Возьмемъ начало координатъ въ этомъ радикальномъ центрЪ. 
Такь какь при х=0, иу=0 выраженя (., (5, Ч. сводятся къ 
ра, рэ› Рз, то при этомъ должны выполняться равенства р, = р. =р.=р. 
Центръ м" ==) можеть быть, согласно формуламь-У 

6. 
8а), взять гдЪ угодно; такимъ образомъ, мы получаемъ для собаки 
‚ круговъ слБдующее простое аналитическое выраженге. хо 
соеве что въ уравнении «© 


ЕТ хх 
==? -- у тх + пу р=0 А 
коэффищентъ р имфеть постоянное значене 5 то время какъ 
коэффищенты 7, и остаются произвольными“ Ст тогда всф получаю- 
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щеся при этомъ круги (ихъ имфется двукратно безконечное мно- 
жество) составляютъ связку круговъ, радикальнымъ центромъ ко- 
торыхь служитъ начало координатъ. 

Отсюда вытекаютъ слБдующия построения круговъ этой связки, 
зависяцйя отъ знака числа р. 

1) р есть положительное число, р = -| 42. 

Вокругъ радикальнаго центра рад1усомъ Ё описываютъ кругъ 
(онъ не принадлежитъ связкЪ); если взять въ качествЪ центра 
круга связки произвольную точку вн$ вышеназваннаго круга, то ка- 
сательная, проведенная изъ этой точки къ послфднему, будетъ ра- 
дЛусомъ искомаго круга. Онъ перес$каетъ упомянутый кругъ подъ 
прямымъ угломъ. И обратно, всЪ круги, которые пересфкаютъ ка- 
кой либо данный кругъ подъ прямымъ угломъ, образуютъ связку 
круговъ. Точки даннаго круга служатъ предфльными точками этой 
связки. 

2) р есть отрицательное число, р = — #*. 

И въ этомъ случа описываютъ вокругъ радикальнаго центра 
кругъ рал1усомъ А, но на этотъ разъ онъ принадлежитъ связк$ и 
представляеть собой тотъ кругъ связки, который имЪфетъ наи- 
меньш!Ий д!аметръ. Тогда наименьшая хорда, проходящая черезъ 
радикальный центръ, для каждаго круга связки равна 20; та- 
кимь образомъ, каждый кругъ связки долженъ проходить че- 
резъ дв противоположныя точки перваго круга. И наоборотъ, 
всф круги, проходяцие черезъ дв$ противоположныя точки даннаго 
круга, образуютъ связку круговъ. [Такого рода связка, напр., по- 
лучается при стереографической проекщи изъ большихъ круговъ 
шара. ] 

Случаи вырожден!я связки круговъ. 1. Если р=0, 
то мы получаемъ случай, служащий границей между двумя НЕ 
связокъ круговъ. Связка состоитъ тогда изъ всфхъ круговъ, ‚ аро- 
ходящихъ черезъ радикальный центръ. 2. Если центры трех Упер- 
воначально данныхъ круговъ (И; =0, Ц, =0, И, =0 лежать на 
одной прямой, то радикальный центръ становится безкончно уда- 
леннымъ и связка состоитъ изъ всЪхъ круговъ, центры которыхъ 
лежатъ на этой прямой. 3. Если три данныхъ круха вырождаются 
въ три прямыя, то всф круги пучка будуть прямыми линями, и 
связка будетъ состоять изъ всБхъ прямыхъ ‘илоскости. 


= 
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остальномъ предлагается сравнить прим$нительно къ пуч- 

. связкамъ круговъ развитую въ $ 8 теор1ю выражен!я се- 

ва кривыхъ съ помощью одного уравнен!я. Параметры должны 

дить въ уравнене линейно; нами разсмотрфны именно линейные 
учки круговъ и связки круговъ. 


Задачи. 
1. Даны точки Р, (1-2, —3), Р(-5, —1), Р, (44, - 3). 


Найти уравнен!е проходящаго черезъ нихъ круга, его центръ и 
радусъ. 
2. Данъ кругъ пучка 
х? - 12 — бх-- 4/ —3=0 
и радикальная ось 
х—и—1=0. 
Требуется опредЪлить кругъ этого пучка, относительно котораго 
точка (|1, —1) имфетъ степень — 3. 
3. Дана кривая (парабола) 
Х? 
Я в 24 
и кругъ 
х? -- у? -- 169х — 149 — 120? = 


Требуется опредЪлить точки пересфченя этихъ двухъ кривыхъ. 


$ 13. 
Уравнен!я эллипса, гиперболы и параболы. 


Первое опред лен!е эллипса. Эллипсъ есть гео- 
метрическое мЪсто точекъ, которыхъ разстоян!я 
гит, отъ двухъ постоянныхъ точекъ Ри РА, имЪютъ) 
постоянную сумму, равную 24 (фиг. 53, стр. 166). Издеь 
для всфхъ точекъ эллипса должно выполняться равенство 5 


9 д —— {А 
ет, = За. <> 1 
У 
Обозначен1я, разъяснешя и формулы. < 
— 


Точки Ки РЁ, называются фокусами. 
ОтрЪзокь Е, Е =2е есть линейный экс нтриситетъ, 
Ттакъ что С , 


166 $ 13. ЭЛЛИПСЪ, ГИПЕРБОЛА, ПАРАБОЛА. 


В — | МР | =, 


если М есть середина отрфзка РЁ, , называемая также центромъ 
эллипса. 

Изъ опредфлен!я ясно, что прямая, соединяющая фокусы, и 
перпендикуляръь къ ней въ точкф М служатъ для эллипса осями 
симметр1и. Эти прямыя называются главными осями, при чемъ 
А, есть большая, а В, В — малая главная ось. Длина первой есть 


Иа. 


В 


Фиг. 53. 


Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ точки 4, и 4 принадлежать эллипсу, 
то и для нихъ имфетъ мЪсто равенство 1), т. е. 


ВАРНА =2а, или (МА е) +(МА—ев)=23а, 


такъ что 


|М4|=а, а также | МА, | =а. «у 
Длину малой главной оси обозначимъ черезъ су 
@ 
В.В= 8. 569 
ох 


Такъ какъ и точки В,, В лежатъ на эллипсЪ, но” разстоян!я 
гит, въ этомъ случаБ равны между собой, то ОНИ’ оба должны 


быть равны 4. Отсюда вытекаетъ зависимость. между а, Рие 
о р 
2 ЗУ 
2 =е-- р, [2 = 4 —е?, 22 58 — |. 2) 
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Точки 4, /4,, В, В, суть четыре вершины эллипса. Круги, 
построенные на отрфзкахъ .4,.4 и В.В, какъ на д1аметрахъ, назы- 
ваются „осевыми кругами“. (Ср. приведенное ниже второе 
опредфленше эллипса.) 

Д!аметромъ называется каждая прямая, проходящая черезъ 


точку М. 
Кром линейнаго эксцентриситета 2е, вводится еще 
Ве е 
численный эксцентриситетъь ===. =, 3) 


т. е. эксцентриситетъ, отнесенный къ большой оси, какъ къ еди- 
ницф длины. Его именно имфютъ въ виду, когда говорятъ, что пла- 
нетныя орбиты суть эллипсы съ небольшимъ эксцентриситетомъ. 
ДалЪфе, упомянемъ 
сжат!е (линейное) =24— 26. 


Для земного мериллана оно достигаетъ, круглымъ числомъ, 


шести географическихъ миль. ЗатЪмъ, 
2а—2р а 4 
сжат!е (численное) И = =— ) 
т. е. сжате, отнесенное къ большой оси, какъ къ единицф длины. 
Для земного мерид1ана оно приблизительно равно 1: 300. 
Эксцентриситетный уголъ ф есть уголъ между сто- 


ронами р и а въ треугольник Р, МВ. Такимъ образомъ, 

е р а—р 

31—58. БИ феи, 5) 
такъ что эксцентриситетный уголъ находится въ простой связи съ 
величинами е и о. 

Параметръ 2р есть длина всей хорды, проведенной черезъ 
фокусъ перпендикулярно къ болышой оси. Полупараметръ р, 
такимъ образомъ, есть длина перпендикуляра, возставленнаго в» 
фокусЪ къ болышой главной оси, до пересфченя съ Зла рН 
Такъ какъ эта точка пересфчен!я также лежитъ на эллипсЪ, | ло” ВЪ 


равенствЪ 1) можно положить 7, =р, такъ что г=2а -= х < Тогда 
® 
изъ прямоугольнаго треугольника вытекаетъ, что > 
© 
(За рР=@еР НЫ: м” 
отсюда . 
р р 36 
р белы > Чи вы д 6) 
а а У 
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`Директрисами (направляющими лин!ями) называются два 
перпендикуляра, возставленныхъ къ большой главной оси въ точ- 
кахъ, разстоян1я которыхъ отъ центра равны 


| а. 


Директрису АТ относятъ фокусу Р, въ качеств его поляры 
($ 22), директрису же А,Г, — фокусу Р,. Такъ какъ, въ силу 
равенства 7), 

ЗАВ ИР == Ме =, 
то изъ равенствъ 13) 5 1-го (стр. 20) слБдуетъ: 

Вершины большой оси, фокусъ и основан!е от- 
несенной къ нему директрисы образуютъ гармони- 
ческ1й рядъ. 

Геометрическое значен!е директрисъ будетъ ясно изъ пом$- 
щеннаго ниже третьяго опредфленя эллипса. 

Значеня введенныхъ выше семи величинъ 

я №, Е, 6, &, Ф В, 

т. е. большой и малой полуоси, половины линейнаго эксцентрисите- 
та, численнаго эксцентриситета, численнаго сжатя, эксцентриситет- 
наго угла и полупараметра нужно хорошо запомнить. Съ помощью 
шести равенствъ 2) —7) можно вс эти величины выразить черезъ 
двЪ изъ нихъ, если только послфлн!я не зависятъ другъ отъ друга, 
какъ, напр., = и ф. Если выбрать за основныя величины 4 и =, То 
получимъ 


е=а.з, = И а? -- е=аУ1— = 
але В ле ЭП 8) 
[0 (1 
р=а(1— =?). 
Первый предЪфльный случай: ==0. Тогда и Е 
р с — 0-02). «У 


Фокусы совпадаютъ, эллипсъ теряетъ свою о форму 
и переходитъ въ кругъ. ВсЪ д1Ламетры становятся главными осями. 
Разстоян!е директрисъ отъ центра, согласно равеветай > ‚ стано- 
вится безконечно большимъ, т. е. директрисы ионожють (или— 
если угодно —совпадаютъ съ безконечно удаленной" прямой). 

Второй предфльный случай: = =А.\Тогда е= а, в = 0, 


Е. 
=. ш— 90 0. У 
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а 


Эллипсъ совершенно сплющивается въ прямолинейный отрф- 
зокъ. Фокусы Ё и РЁ, придвигаются къ вершинамъ со стороны 
центра, а основаня А и К, директрисъ — съ противоположныхъ 
сторонъ. 

Хотя въ пред$льныхъ случаяхъ эксцентриситетъ и сжате совпа- 
даютъ, будучи оба равны © или 1, но, какъ показываетъ третья 
изъ формулъ 8), вообще они различны. Относительно этого за- 
мфтимъ еще, что а < =, такъ какъ, умноживъ и раздфливъ на 


11 У1— = правую часть формулы 8) для @, получимъ 


2 


а = 


(о 


9 


Знаменатель больше 1. Если е очень мало, то этотъ знаменатель 
приближается къ 2, такъ что съ точностью до безконечно малыхъ 
высшихъ порядковъ можно положить 


Центральное уравнен1е эллипса, отнесенное къ 
осямъ, имфетъ видъ 


2 
ре в. 
=. 9) 
«6 
> &? 1 
*) Такъ, напр., для земной орбиты = = 60’ ТАКЪ что съ чрезвы- 
ь 1 
чайно большимъ приближенемъ я = 7200 Если хотимъ вполнЪ точно 


воспроизвести эту орбиту на чертежЪ въ масштабЪ: 2а = 1т, то ось 25 
должна быть меньше оси 2а на 5, т. е. приблизительно на 1+ тт, при 
чемъ наибольшее разстоянме между эллипсомъ и кругомъ достигаетъ 
лишь т; ит. Такъ какъ столь малая разница не можетъ быть . предста- 
влена даже при тщательн5йшемъ выполненми чертежа, то нужно совёр" 
шенно пренебречь сжатемъ и начертить кругъ. Наоборотъ, эксцентрич- 
ность, т. е. положене солнца въ фокусЪ очень хорошо можетъ быть вы- 
ражено чертежомъ, ибо здЪсь а = 500 тт, такъ что е = 5% (Ву тт. 

Эта незначительность сжатя х по сравненю съ экёцентрисите- 
томъ = (когда само = мало} дВлаетъ яснымъ, почему уже> иппарху 
болЪе 2000 лЪтъ назадъ было извЪстно эксцентричное положенше солнца 
(или — вЪрнЪфе — земли, ибо тогда земля считалась нет ино, между 
тЪмъ какъ овальная, эллиптическая форма планетных» орбитъ была до- 
казана впервые лишь Кеплеромъ. Е 


и 
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Для того чтобы его вывести, возьмемъ „перем$нную точку“ 
Р(х, у), вычислимъ для нея разстоян!я 


УР п=УРтето 
и подставимъ эти выражен!я въ равенство 1. Мы получимъ 

У? - (х— 6 -- Ут + (хе) =2а; 10) 
это уравнене эллипса, но не въ рашональномъ видф: изъ него 
нужно удалить еще корни. Для этого перенесемъ одинъ изъ нихъ 
(второй) въ другую часть и возведемъ обЪф части въ квадратъ. 
ПослЪ приведен!я и сокращен!я на 4 мы получимъ 


а? (хе) = а? 4-х. 11) 
Возвысивъ вторично въ квадратъ, получимъ 
ау? | 2? (хе)? = (а? + ех)?, 
откуда, раскрывъ скобки и расположивъ члены въ другомъ по- 


рядкЪ, найдемъ 
(а — г”) х? -{ а?? = а? (4? — е'). 12) 


з 


Если положить здфсь 4? — е*=[? и раздфлить на 07°, то 
придемъ къ уравненю 9). 

По поводу этого вывода замфтимъ еще слфдующее. Уничто- 
жене обоихъ радикаловъ или переходъ отъ уравненйя 10) къ урав- 
неню 9) есть вполнф элементарная и— что особенно важно —со- 
вершенно естественная вещь, къ которой пришелъ бы „каждый“. 
Но какимъ образомъ, если бы, наоборотъ, было дано уравнен!е 9), 
перейти въ такой же мЪрЪ „естественно“ обратно къ уравненю 10), 
а отсюда—къ равенству 1), т. е. къ первому опредфлен!ю эллипса? 

Пожалуй, это было бы и вовсе невозможно; нуженъ былъ бы 
генй для того, чтобы изъ уравненя 9) усмотрЪть фокальныя свой- 
ства эллипса, если они до того были ему совершенно неизв$стны. 
Ихъ выводъ изъ уравненя 9) долженъ былъ бы считаться настоя- 
щимъ открыт!емъ. Въ самомъ дфлЪ, положимъ, что шагъ за... = 
гомъ продфланъ переходъ отъ уравненя 10) къ соотношенис >9) и 
эти шаги повторяются въ обратномъ порядкЪ. Тогда ча ен; кото- 
рые раньше взаимно уничтожались, необходимо было бы интуи- 
тивно угадать и возстановить. Этого безъ указанй” не могъ бы 
сдфлать и ген!альнЪйшИЙ математикъ, если бы Г Лобладаль даже 
большой опытностью и располагалъ наиболЪе> высокими и общими 


точками зр$ния. ый 
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Другими словами, изь уравненя 9) невозможно было бы по- 
лучить первое опредфлене эллипса. Гораздо яснфе на немъ отра- 
жается второе опредЪлен:е. 

Второе опред лен!{е. Эллипсъ есть ортогональ- 
ная проекц1я большого осевого круга 

ДЪйствительно, вообразимъ, что этотъ кругъ повернутъ во- 
кругъ оси .4.4’ (будучи выведенъ изъ плоскости) на произвольный 
уголъ ф и затБмъ ортогонально спроектированъ на исходную плос- 
кость; пусть Р’(Х, У) будетъь произвольная точка круга, а 
Р(х, у) —ея проекщя. Тогда, очевидно, 


ха Е 13) 


с0$ф 


т. е. абсцисса не измфняется, а ордината укорачивается въ отноше- 
Ни с0$ф:1. Подставимъ эти выражен!я въ уравнене круга, отне- 
сеннаго къ центру: 


р 9 
Х? -- У? — 4? =0 или = в —1=0 
и получимъ тогда м 
1/2 
—1=0 
аи, ? 


которое совпадаетъ съ уравненемъ 9) (стр. 169), если положить 
р 
ас0$ф =Р, =; 


отсюда, между прочимъ, согласно равенствамъ 5) (стр. 167), слЪ- 
дуетъ, что этотъ уголъ совпадаетъ съ эксцентриситетнымъ угломъ. 
При этомъ формулы 13) даютъ 

ам: о, 14) 
т. е., если ординаты точекъ большого осевого круга._ 
укоротить въ отношен!и большой оси къ малой, р. 
получится эллипсъ. Этимъ доказана правильность второго 
опред$леншя, т. е. доказано, что оно совпадаетъ съ исх@Нымъ 
первымъ опредфленемъ. Конечно, можно исходить также, и ’изъ ма- 
лаго осевого круга, но тогда нужно не укоротить ‚ \ординаты, Но. 
въ обратномъ отношен!и удлинить абсциссы, Е что малый осе- 
вой кругъ является ортогональной проекщей повернутаго вокругъ 
малой оси эллипса. МУ 
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Внимательное разсмотрфнНе выраженй для гит, (стр. 170) 
даеть возможность вывести изъ уравненя 1[) еще замфчательное 
третье опредфлен!е эллипса. Именно, если почленно возведемъ въ 
квадратъ упомянутыя равенства и вычтемъ одинъ результатъ изъ 


другого, то получимъ: 
7? — 7? = 4ех; 
а такъ какъ 


то 


почленно складывая и вычитая послфдн!я два равенства, найдемъ, что 

г =а-—вх 

= ФЕ. Е. 
Эти формулы для фокальныхъ лучей г и т, чрезвычайно просты и 
изящны (ср. равенство 11) на стр. 170, которое, въ силу помЪ- 
щенной тамъ же формулы для т,, совпадаетъ со вторымъ изъ ра- 
венствъ 15)). Мы найдемъ столь же простое и изящное ихъ геоме- 
трическое толкован!е. Имфемъ 


де 
о © 2 Е сз 
= я `@ 


или, согласно равенству 7), 


или еще лучше: 


е 
Г —=@& ИХ =, 
[@ 


напишемъ это равенство въ видф пропорши: 


р: =@:@ | 
точно также 16) 
и 6-е \ 
1 0\1 «5 
И такъ мы получили Зы 


Третье опредЪлен!е. Эллипсъ есть геомедйче- 
ское мЪсто точекъ, разстоян!я которыхъ от нЪко- 
торой постоянной точки (одного изъ фожусовъ) и 
отъ постоянной прямой мне. = дирек- 
трисы) находятся въ постоянномъ 2 шен!и, если 


е 
только это отношен!и Е д. 
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Само собой разумЪется, уравнен!е 9) можно вывести, опираясь 
и на это свойство. При этомъ, исходя отъ точекъ РЁ, № и отъ дан- 
наго отношен1я, отыскиваемъ прежде всего обЪ вершины 4, 4, и 
центръ ЛМ, затЪмъ преобразуемъ равенство 16) въ соотвЪтствующее 
равенство 15) и, возводя въ квадратъ и подставляя, изъ уравненя 
10) получаемъ уравнене 9). 

Въ ближайшемъ параграфЪф будутъ приведены еще н$фкоторыя 
важнфйш!я свойства эллипса, каждое изъ которыхъ, поскольку оно 
опред$ляетъ кривую, можетъ быть взято, вм$сто трехъ здЪсь дан- 
ныхъ, въ качествь геометрическаго опредфлен!я эллипса. Та- 
кимъ образомъ, какъ было уже замфчено въ 65 7, для одной и 
той же кривой могутъ существовать весьма различныя геометриче- 
скя опред$ленйя. 

Но у насъ на первомъ планф стоитъ ея аналитическое 
опредфлен!е, съ помощью уравнен1я 9). Оно показываетъ, напр., что 
можно переставить х и у, если одновременно съ этимъ переставить 
диф. Съ точки зрЪнйя одного лишь вычисленя эллипсъ и на ма- 
лой оси имфетъ два фокуса, но эти фокусы оказываются мнимыми; 
дЪйствительно, при перестановкЪ а и 6, 4? — 5? преобразуется въ 
5 — 1 = — (11° — 22); изъ е = У 4?-—[? при этомъ получается еф. 
РазумЪется, и соотвЪтствующ!я директрисы также являются мнимыми. 


Опред $ лен1е гиперболы. Гипербола есть геоме- 
трическое мЪсто точекъ, разстоян!я которыхъ отъ’ 
двухъ постоянныхъ 
точекъ имфютъ по- 
стоянную разность. 

И здЪсь постоянныя точ- 
ки называются фокусами 
(фиг. 54), ихъ разстояне 
2е — эксцентрисите- 
томъ (линейнымъ). Се- 
редина /М отрЪзка между 
ними есть центръ гипер- 
болы. ДвЪ вершины 4 
и 4, лежать здфсь меж- ^ 
ду точками Ри Р,; разсто- 
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яНе „/,.4 снова полагаемъ равнымъ 24а, только здфсь а«еи 
ось 2а называется не большой, но вещественной осью. И для 
гиперболы величина 


е 
ры 


а 
есть численный эксцентриситетъ; онъ больше 1. 
По опредфленю, для каждой точки Р гиперболы 
-- (2—7) =2а, 17) 
при чемъ двойной знакъ указываетъ на то, что можетъ быть не 
только 7, > т. но иг >и,, т. е. обЪ отдфльныя вфтви кривой, ле- 
жащ1я по разныя стороны отъ оси у-въ, образуютъ гиперболу, 
лишь вмЪстЪ взятыя. 
Такъ какъ 4 < е, то здЪфсь полагаемъ не 2? = 4? — е?, но 
р — 2 — 27°. 18) 
Величину В называютъ также мнимой полуосью, такъ какъ вершины 
Ви В, здЪЬсь становятся мнимыми и имфютъ отъ центра М раз- 
стояня р. 
ДвБ5 директрисы гиперболы перпендикулярны къ веще- 


ственной оси и, какъ и въ случа эллипса, отстоятъ отъ центра на 
а 

разстоянНе —. Но въ виду того, что а«е обЪ точки Ки К, ле- 
е 


жатъ теперь между точками 4 и 4.. 

Полупараметръ р, равнымъ образомъ, есть перпендику- 
ляръ въ фокус къ вещественной оси. Съ величинами 4, В онъ 
связанъ такими же формулами, какъ и прежде: 

р2 
ГО 

Эксцентриситетный уголъ ф исчезаетъ, такъ какъ формула 5) 
дала бы для ф мнимое значене. Взамфнъ его с. 
асимптотическ!й уголъ %—мы скоро его введемъ—, опрёд- 


ляемый равенствами © 
р р а я 
рае ПЛ“ еще е СУ 
в" —- , В а. < 19) 
© 


въ свою очередь, этотъ уголъ для эллипса является ИНимымт, такъ 
какъ эллипсъ вовсе не имфетъ вещественныхъ ара: 

Выводъ уравненя гиперболы, отнесеннагб- къ центру, произ- 
водится совершенно такъ же, какъ въ слу Зливцеа. Мы придемъ 
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къ формулЪ, совпадающей съ формулой 12), но въ ней нужно под- 
ставить — 6? вмЪфсто 4? — е?, такъ что раздфливъ на — 42? полу- 
чимъ окончательное равенство: 
206? 2 
аи: Ми 20) 
а 0 
Мы видимъ, что отъ уравненя эллипса это уравнене отлича- 
ется только знакомъ второго члена. Для того чтобы представить 
себф форму гиперболы, выразимъ изъ уравненя 20) и явно: 


уу 20а) 


и для простоты предположимъ х и и положительными. Для х<а 
1] есть мнимое число, для х=а у становится равнымъ 0 и затфмъ 
все время растетъ вмфстЪ съ х. Для постоянно возрастающихъ зна- 
ченй х величина Ух? — 4? все меныше и меныше отличается отъ 
х, такъь что при этомъ съ н$которой степенью точности можетъ 
быть положено: 

р 
а 


Хх. 


И — 


Это есть уравнене прямой, къ которой съ возраставшемъ х 
все болфе и боле приближается гипербола. Для того, чтобы ра- 
зобрать это лучше, сопоставимъ уравнене 20а) гиперболы съ урав- 
ненемъ прямой 

И: 
а 

Тогда для одной и той же абсциссы Х =х ординаты разнятся 
на величину 


У—у=—(«— Ух — а). 


«у 
Если перейти здфсь къ пред$лу при х= ©, то разность,” 
© 
У — у получитъ неопредфленный видъ с — оо. Умноживъ и раЗЯЪ- 
че - 
ливъ на х + Ух? — 42, получимъ 567 
СА 
Е < 
ЕВ —. 
Хх -- Ух? = 42 \\ 
такъ что при Пт х = о: © 
СУ ав аф 6$ 
ши (У — 9) = =-——=50; 
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этимъ вполнф строго доказывается, что гипербола неограниченно 
приближается къ прямой лини 


_ В 
а 
Эта прямая называется асимптотой гиперболы. Ея уголъ напра- 
влен!я есть асимптотическй уголъ %, который, такимъ образомъ, 
опредБляется формулой 


р р р а 
т = Шо = | слЪдовательно, $1 = — ==, 608% = — |, 
а Ур @е к 
Если въ уравнени асимптоты положить х=а, то получимъ, 
что /=р; это указываетъ на геометрическое значее мнимой по- 
луоси р, какъ перпендикуляра къ вещественной оси въ вершинЪ 
гиперболы, продолженнаго до пересЪфченя съ ассимптотой (или пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ фокуса на асимптоту). 
По симметр!и отсюда вытекаетъ, что прямая 


= — Хх 
у а 


также есть асимптога гиперболы. ОбЪ асимптоты, вмЪстЪ взятыя, 
выражаются уравненемъ 


/ р р 
(ух). (ух) =0 
\ Г [1 у 
ИЛИ 
хо у? Е 
в =“ 
такъ что уравнен!е обфихъ асимптотъ получается изъ уравнен!я ги- 
перболы, отнесеннаго къ центру, путемъ удаленя постояннаго члена. 


Если а=ф, то асимптотическй уголь % =45% и асимптоты 
взаимно перпендикулярны. Гипербола въ этомъ случа называется 


© 


< 


равносторонней. су 
Между прочимъ, существуетъ безконечное множество.; °-Гипер- 
болъ съ одними и тЁми же. асимптотами, такъ А уголь У не 
измфняется, если остается неизм6ннымъ отношене И ‚г Поэтому, 
если подставить 4^ вмфстЪ а и В» вм6сто РЁ, то ‹ убавнене новой 
гиперболы съ тЪъми же асимптотами получить, видь 
| 5 5$ 
д? 077? ке 


21) 
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ИЛИ 


же и ы 


имфютъ т же асимптоты. Он по отношен!ю къ первому семейству 
гиперболъ называются сопряженными и расположены въ ТЪхъ 
вертикальныхъ углахъ между асимптотами, въ которыхъ чФтъ ги- 
перболъ перваго семейства. Сами асимптоты представляются при 
этомъ предфльными линНями между двумя семействами и вм$стЪ съ 
тЪмъ частнымъ случаемъ гиперболы (ср. $ 6 относительно распадаю- 
щихся кривыхъ второго порядка). 

Зам чан!е. Можно говорить и 0 мнимыхъ асимптотахъ 
эллипса. ВсЪ подобные и концентрично расположенные эллипсы 
имфють однЪ и тБ же асимптоты. Уравнене этого семейства эллип- 
совъ таково: 


э. у 


Сопряженное семейство 
хо 1? 
т мы 


оказывается мнимымъ (мнимые эллипсы). 
Формулы для фокальныхъ лучей ги т, (сравни формулы 15) 
въ случаф гиперболы имфютъ видъ: 


= (а2—а) —= Е (= — а) 


я == (а®+@а)= Е (еж + а), 


откуда — пр1общая директрисы — подобно прежнему выведемъ ира 
кс @” 
г, А, "Рода № 23) 

Итакъ: Гипербола есть геометрическое. мЬсто то- 
чекъ, разстоян!я которыхъ отъ нъкоторой` постоян. 
ной точки (одного изъ фокусовъ) и отр остоянной 


А, 
прямой (соотвЪф$тствующей директригы) находятся 


порщи: 


12 
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въ постоянномъ отношен!и, если это отношение 


е ы й 
ей. больше единицы. 


Опредфлен!е параболы. Парабола есть геоме- 
трическое м$сто точекъ, разстоян!1я которыхъ отъ 
постоянной точки (фокуса) равны разстоян!ямъ ихъ 
отъ постоянной прямой (директрисы) (фиг. 55). 

Такимь образомъ, согласно равенствамъ 16) и 23), парабола 
можетъ быть разсматриваема, какъ предЪфльный случай между эллип- 
сомъ и гиперболой, если для одного и другого рода кривыхъ чи- 
сленный эксцентриситетъ безгранично приближается къ 1. 

Перпендикулярь АЁ=р 
изъ фокуса на директри- 
су называется полупара- 
метромъ параболы. Прямая, 
на которой лежитъ этотъ пер- 
пендикуляръ, называется глав- 
ной осью параболы. Изъ 
даннаго выше опред$леня не- 
медленно вытекаетъ, что сере- 
дина О отрфзка ЮР находится 
на параболЪ; эта середина есть 
вершина параболы и прове- 
денная черезъ нее параллельно 
директрисЪ прямая есть каса- 
тельная въ вершин $. 

Парабола не имфетъ вовсе 
центра, или— лучше сказахь— 
ея центръ безконечно 

ие 55. удаленъ. ДЪйств тельно, ВЪ 

случа эллипса иСтиперболы, 

вершины — соотвфтственно — большой и вещественной оси, фокусъ 

и основане соотв$тствующей директрисы образу! ТЪ гармоническй 

рядъ; такъ какъ въ случаЪф параболы вершина (есть середина отрЪз- 

ка между двумя послфдними точками, то, Другая вершина, слЪдо- 
вательно, и центръ должны быть безконечно удалены. 
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Такимъ образомъ, парабола не можетъ имфть уравнеше, отне- 
сенное къ центру. На его м$сто является уравнен1е, отнесен- 
ное къ вершин, въ которомъ начало берется въ вершинЪ, а 
главная ось и касательная въ вершинф принимаются за оси коорли- 
натъ. Введя перемфнную точку Р(х, и), изъ фиг. 55 получаемъ: 


‚У е+ (=) и А-х-- 5. 


7 = А или 7? — А? =0 


р\? {2 
р =. аш В обРАА =. — 
и+ (5—5) — (#45) =0 


такъ что отнесенное къ вершин $ уравнен!е параболы 
имфетъ видъ: 


Услов!е: 


даетъ поэтому: 


/? — 2рх = 0. 24) 
Если положить х = ь ‚ то получимь и=р; сл$ловательно, р 


и здЪсь такъ же, какъ въ случаф эллипса и гиперболы, есть пер- 
пендикуляръ въ фокусЪ. Изъ вида уравненя заключаемъ, что х 
можетъ быть только положительнымъ и что абсолютная величина #1 
возрастаетъь одновременно съ х, но вовсе не равномфрно. Начиная 
отъ х=0 сначала и возрастаетъ чрезвычайно быстро, а затфмъ все 
медленнфе и медленнфе, такъ что направлене, въ которомъ (снизу 
и сверху) парабола уходитъ въ безконечность, въ конечномъ счетЪ 
безконечно мало отличается отъ направленя главной оси. Однако 
было бы ошибочнымъ отсюда заключить, что парабола заключена 
между двумя параллельными главной оси „асимптотами“, ибо хотя 
для очень большихъ значенй х ордината у растетъ гораздо мед- 
леннфе, чфмъ х, но все же Ни / = Нт У 2рх = © т 
< 


о 


сх 

Эллипсъ (кругь——какъ частный случай), гипербола и , парабола 
вс суть кривыя второго порядка и при томъ, какъ позже” будетъ 
доказано со всею строгостью, это суть единственный. категор!и 
этихъ кривыхъ (если исключить случай распаден!я КА двЪ прямыя 
лини). Уже отсюда можно заключить, что названный кривыя имЪютъ 


очень много общихъ свойствъ (и при томъ изъ. ‘Числа важнЪйшихъ), 
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или же, что эти свойства —въ случаБ эллипса, гиперболы и пара- 
болы — должны отвфчать другъ другу и легко переносятся съ одной 
кривой на другую. Только въ тъхъ случаяхъ слдуетъ ждать раз- 
лич, когда основную роль играютъ элементы, которые для дру- 
гой кривой представляются мнимыми или безконечно удаленными. 
Хотя, въ виду чрезвычайно важнаго значеня названныхъ кривыхъ, 
какъ уже было упомянуто, свойства каждой изъ нихъ будуть 
нзсл$дованы отдфльно, но мы сочли нужнымъ уже здЪсь подчерк- 
нуть эту связь. 


Какъ извфстно, эллипсъ, гипербола и парабола получили также 
общее назване „коническихъ сфчен!й“, такъ какъ они впер- 
вые были получены, какъ сФчен!я прямого кругового конуса. Дока- 
зательство того, что наши кривыя тождественны съ этими кониче- 
скими сфченями старой математики, можетъ быть аналитически про- 
ведено лишь позже, 
но въ виду большой 
важности этого пред- 
ложеня, мы покуда 
оправдаемъ его съ по- 
мощью чисто  гео- 
метрическаго доказа- 
тельства. 

Итакъ, пусть МОМ 
будетъ круговой ко- 
нусъ, который пере- 
сЪченъ плоскостью на- 
искось (относительно 


оси). Полученная въ 
сфчени фигура 55, 
очевидно, представля- 
В 26. °  еть собою овалъ, и 

нужно доказать, что 

это есть не что иное, какъ эллипсъ. Для этого представим себъ, 
во-первыхъ, тотъ шаръ внутри наискось отсфченнаго > конуса, кото- 
рый его касается вдоль окружности КГ, а ськущей, плоскости — въ 
точкф Р, и, во-вторыхъ, вписанный шаръ, который касается конуса 
вдоль окружности ММ, а плоскости — въ точь Е. Затфмъ, соеди- 


-=.-- 
"---. 
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нимъ любую точку Р кривой, полученной въ сфчени, съ точками 
—, Е; и съ вершиной ( конуса. Тогда: 


РЕ =РОС (какъ касательныя изъ Р къ меньшему шару), 

РЕ, = РН (какъ касательныя изъ Р къ ббльшему шару), 
поэтому: 

РЕ- РЕ, =РС + РН=СН. 

Но СН есть образующая прямого усфченнаго конуса, со- 
держащагося между кругами КГ. и ММ. Ея длина, а слЪдователь- 
но, и сумма РЕ -- РЕ, совершенно не зависить отъ положен!я точ- 
ки Р, что и требовалось доказать. 

Если же сфкущая плоскость параллельна какимъ-нибудь двумъ 
образующимъ конуса, то прежде всего эти образуюцйя продолжа- 
ются до безконечности. Кривая, получающаяся въ сфчени, поэтому 
не можетъ быть замкнутой. ДалЪфе, эта плоскость пересфкаетъ и 
другую полость конуса, и оба сЪченя вмЪстЪ образуютъ гипер- 
болу, что можетъ быть доказано совершенно аналогично. Наконецъ, 
если сЪфкущая плоскость проведена параллельно одной изъ касатель- 
ныхъ плоскостей, т. е. параллельно лишь одной образующей ко- 
нуса, то, хотя ею пересфкается одна только полость конуса, но 
кривая сфченя простирается до безконечности; мы получаемъ 
параболу. 


Задачи. 


1. Эллипсъ, главныя оси котораго лежать на оси х-овъ и 
оси и-овъ, проходитъ черезъ точки Р, (--2, +3) и ВР. (4,1). 

Опредълить длины полуосей а и ф. 

2. Въ уравненши эллипса: 


= — р 50 ду 
полагаемъ: ие 
©) 
аи ©) 
= У 
а © 
ро д А. 
Как начен!е получаеть при этомъ и? СУ 
акое зна олучае р у: \© 


3. Подъ какимъ угломъ нужно провести сЪк) щую черезъ фо- 


кусъ равносторонней гиперболы, чтобы отскаемая, на ней хорда 
Аи 


дЪлилась фокусомъ въ отношени 1:2? - 
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4. Перпендикуляръ, опущенный на директрису изъ середины 
хорды, проведенной черезъ фокусъ параболы, равенъ половин этой 
хорды. 

5. Плоскости КЁ и МУ обоихъ круговъ (фиг. 56), безконечно 
далеко продолженныя, пересфкаютъ плоскость 55, эллипса по двумъ 
директрисамъ. 


$ 14. 
Важн$ипия свойства эллипса. 


Эллипсъ находитъ столь многообразныя прим$неня, что, послЪ 
прямой лини и круга, онъ, несомнфнно, является изв$стнЪйшей 


о 
У” 
хм 
| й 58 
Е У 
С° 


хо 


кривой; поэтому необходимо вывести его многочисленныя ИЗЯЩНЫЯ 
> 
свойства. — 
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1. Если будемъ разсматривать эллипсъ ($ 13), какъ ортого- 
нальную проекщю круга, то немедленно придемь къ слБдующему 
простому построен1ю его съ помощью двухъ осевыхъ 
круговъ. Начертимъ ихъ (фиг. 57), проведемъ радусъ МР.Р., 
затъьмъ, проведемъ черезъ точку Р, прямую, параллельную оси 
у-овъ, а черезъ точку Р, — прямую, параллельную оси х-овъ; тогда 
точка пересфченя Р будетъ точкой эллипса. 

Въ самомъ дфлЪ, если обозначить АР черезъ у, АР, черезъ У, 
то получимъ: 

у: = Маме 
ИЛИ 
узи 
чфмъ, согласно равенству 14) 5 13-го (стр. 171), доказывается 
правильность построеня. Пусть ф будетъ уголъ направленя ра- 
дуса МР.Р, (не смЬшивать съ угломъ направленя рад1уса вектора 
МР, проведеннаго черезъ точку Р эллипса); тогла 
х=ас0$ф, У=азшо, 
такъ что 
х — @С0$ф 


1) 


въ этихъ равенствахъ содержится чрезвычайно простое параме- 
трическое выраженг!е эллипса. 

При помощи же названнаго выше угла направленя >< АМР=% 
указанъ на фиг. 57), наоборотъ, параметрическое уравнен!е выра- 
жается не столь просто. Если положить еще МР=у, такъ что 
х=7с0$%, И=и5зШ, то подстановка въ уравнене эллипса дастъ: 


у=фэто; 


7057 о Ув 


т а 1, откуда 
и 
А 
| ав | я 
Е Е) М 
УР? со? ®-- д? $1124 67 
© 
и поэтому, если для сокращеня положить ®Ф=т: хо 
в. 
Е Е Е о 
я р с К а 
Ур? со52 %-- аз Ур ат” \ 
2 и [© 
| абзта арт 5 
{] === х, хх 2) 


УР? соз? уаз? Ур? 
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П. Изъ указаннаго выше построеня эллипса легко можетъ 
быть выведено другое, еще болЪе удобное построене, которое 
можетъ быть названо построен1емъ съ помощью стержня. 
Если провести черезъ точку Р параллельную радусу МРЬ.Р, пря- 
мую, которая пересфчетъ большую ось въ точкф В, а малую— въ 
точк5 4, то изъ параллелограммовьъ МАРР, и МВРР, можно 
усмотрЪть: 

АР= МР, =а 
#1 ИР. =, 
такъ что 
АБ=АР— БР=а— 6. 

Если прямая, разсматриваемая, какъ неизм $ няе- 
мый стержень, движется такимъ образомъ, что опре- 
д5ленныяея точки 4 и В остаются на главныхъосяхъ, 
то произвольная точка Р прямой (точки 4 и В здесь 
исключаются, но можетъ лежать и между точками 1 и ВБ, смотри 
ниже второе построене съ помощью стержня) описываетъ 
эллипсъ, котораго большая ось есть /АР=а, а малая 
Ос ве ВР. 

Это построене эллипса имфетъ „кинематичесюй“ характеръ. 
такъ какъ оно состоитъ въ „несвободномъ“ движен!и неизмфняемой 
системы (стержня). На немъ основанъ хорошо извфстный „эллипти- 
ческй циркуль“, который служитъ тфмъ же для эллипса, чфмъ 
обыкновенный циркуль служитъ для круга. Детальное описане его 
можно опустить, такъ какъ чертежь въ общихъ чертахъ разъяс- 
няетъ его устройство. 

Но существуетъ еще второе построен!е эллипса съ помощью 
стержня; въ немъ точка Р лежитъ между 4 и В. Для того чтобы 
придти кь этому построеню, проведемъ черезъ точку Р прямую 
А,В,, пересфкающую ось х-овъ подъ тфмъ же угломъ, что й ‚ав. 
Тогда обЪ прямыя АВ и А.В, пересЪкаютъ подъ однимъ у БМ 
же угломъ также и ось и-овъ; вмфстЪ съ Тмъ, изъ равноторон- 


нихъ треугольниковь АРА, и ВРВ, © 
о” 
й Р- ВР, ›\ 
О 
Поэтому $25, 


ее = ^^ 
р. И, — р М - 


$ 14. ВАЖНЪЙШЯ СВОЙСТВА ЭЛЛИПСА. 185 


это указываетъ на второе построене съ помощью стержня .,В,, 
им5ющаго длину а |-Р, при чемъ точка Р лежить между точ- 
ками Л, и В.. 

Ш. Эти построеня съ помощью стержней, выведенныя изъ 
построеня эллипса при помощи его осевыхъ круговъ, въ свою оче- 
редь, находятся въ тфсной связи съ построен!емъ эллипса 
съ помощью двухъ Кардановыхъ круговъ; подъ этимъ 
названемъ разумфются два круга, изъ которыхъ менышй имфетъ 
рад1усъ, равный половин радшуса большаго, и катится внутри 
послЪдняго. 

Положивъ— въ связи со вторымъ построенемъ съ помощью 
стержня — 

р №№ =а 0. 
построимъ на отрфзкЪ 4,8, =[, какъ на даметрф, малый Кар- 
дановъ кругъ. Онъ проходитъ черезъ точку М и поэтому долженъ 
касаться большаго Карданова круга, который имфеть точку М 
своимъ центромъ, а отрфзокъ /—радусомъ. Точка касаня О, какъ 
извЪстно, лежитъ на (продолженной) прямой, соединяющей оба 
центра, т. е. на упомянутомъ въ рубрикЪ [ радлусЪ МР. Р,, который 
дфлитъ пополамъ отрфзокъ 4,6, и, слфдовательно, проходитъ че- 
резъ центръ малаго Карданова круга. При этомъ центральный 
уголъ, отвфчаюций дуг ОВ, малаго круга, равенъ Эф; поэтому 


дуга ОВ, = 5.2 =1-9 


Съ другой стороны, центральный уголъ, отвЪчаюций дугЪ 05 
большаго круга, равенъ ф, поэтому 


дуга Об. ф, 


слфдовательно, 
дуга ОВ, = дуг О5. «© 

Если представимъ себЪ теперь, что малый кругъ катится пб 
большому, то это равенство сохранится. Поэтому точка В хесть 
постоянная точка катящагося круга, вм$стЪ съ тёмъ, ‚юписываю- 
щая д1аметръь М5 неподвижнаго круга. Равнымъ образомь, и 4, 
есть постоянная точка катящагося круга, пробфтающая верти- 
кальный даметрь М/А,. Такимъ образомъ, точкЗ < ен неизм $ нно 
связанная съ катящимся кругомъ, какъ постбинная› точка отрЪзка 
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А,В., описываеть эллипсъ (согласно построеню съ помощью 
стержня). 

И это построене эллипса имЪфетъ кинематическй характеръ; 
въ самомъ дЪлЪ, и каташе одного круга по другому или въ дру- 
гомъ также есть „несвободное“ движен!е, которое, какъ извЪстно, 
можетъ быть осуществленно съ помощью шестерни. Съ этимъ т$сно 
связанъ придуманный генНальнымъ Леонардо да Винчи (Геопаг4о Ча 
\УтсГ) овальный механизмъ или эллиптическ!й токар- 
ный станокъ, на которомъ можно вытачивать эллипсы подобно 
тому, какъ круги вытачиваются на обыкновенномъ станкф$. 


У. Сопряженные д!аметры. Къ дальнЪйшимъ важнымъ 
свойствамъ эллипса приводитъ вопросъ: 
ГдЪ лежатъ середины параллельныхъ хордъ эллипса? 


Если хорды параллельны большой оси, то середины ихъ, оче- 
видно, лежатъ на малой оси, если же он параллельны малой оси, 
то — на большой. Но если хорды имфють произвольный коэффи- 
щентъ направленНйя 72 = ®%, гдЪ тогда лежатъ ихъ середины? 

Пересфчемъ эллипсъ какой-нибудь прямой, уравнене которой 
есть 

и=тх (д. 

Для опред$лен!я точекъ пересфчен1я подставимъ это выраже- 

не въ уравнене эллипса. Мы получимъ: 


(тх -- 4)* ити 

Е р? г. 

или 
Е. - на 

мг —_ в ь а. Г. 
(+) + +5 Уз < 

с° 
Это квадратное уравнен!е имфетъ два корня х, и хз отв 
чающихъ двумъ точкамъ пересфченя Р, и Р. ( в. умышленно 
не приведенъ!). Но насъ интересуетъ середина м у) отрЪзка 
между ними, слЪдовательно, согласно равенствамъ 5 -го (стр. 71); 
намъ нужна лишь сумма х, |-х.. о 
Если дано квадратное уравнен!е & 


А. В.х-С=0> 
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то, какъ извЪстно, 
В ©. 
жж х. = —— (х Х. =-— 
' й А’ \ вы я) 


слБдовательно, здЪсь 


Такъ какъ середина № лежитъ и на хорд у=шх-а, то 
немедленно выводимъ: . 
ое А 
би => т 
Если мы желаемъ имть середины всфхъ параллельныхЪъ 
хордъ, то нужно оставить т неизм$ннымъ и изм$нять 4. Уравне- 
не геометрическаго мЪФста этихъ серединьъ можетъ быть поэтому 
получено путемъ исключеня 4 изъ выведенныхъ выше выраженй 
для Е и 1; раздфливъ ихъ одно на другое получимъ: 


т р2 @ р 


Это уравнен!е представляетъ нфкоторую прямую, проходящую 
черезъ начало. Поэтому: 

Середины параллельныхъ хордъ всегда лежатъ 
на одномъ изъ д!аметровъ. 

Его угловой коэффишентъ т,, согласно равенству 2) $ 9-го 
(стр. 120) выражается такъ: 

р2 
И = — — 
} та?’ 


откуда слБдуетъ, что 


Е =. 
1 а? 


Если же провести теперь хорды, параллельныя этому дамотру,, «у 
то, какъ явствуетъ изъ симметричности послфдняго равенства, ‚ихь 
середины будутъ лежать на даметрЪ, параллельномъ хордамъ с1 › спер- 
ваго семейства. Оба д!1аметра называются наи ие 67 со- 
пряженными. Такимъ образомъ: р 

Сопряженные д1аметры суть таке д1аметры, и” которыхъ. 
каждый дфлитъ пополамъ хорды, параллельныя другому дламетру. 


\У. ДальнЪйш!я свойства сопряжейныхь д1а мет- 
ровъ. (Фиг. 58.) КУ 
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Во-первыхъ: 
2 - 


20.20, = 0%. = — рт 3) 


Это свойство выведено выше. Изъ него вытекаеть еще ра- 
венство 9”) 5 3-го (стр. 50). 

Во-вторыхъ: Если каждому д!аметру отнести 
сопряженный съ нимъ д1аметръ, то полученные два 
пучка образуютъ инволюц!ую. Главныя оси суть тТЪ лучи 
этой инволющи, которые взаимно перпендикулярны. 

Если отъ д1аметровъ эллипса перейти къ тфмъ д1аметрамъ 
осевого круга, которыхъ проекщями они являются, и обозначить 
углы направленя черезъ ф и ф,, а соотвЪтствующе коэффищенты 


черезъ ши ,, то получимъ: 


у т 


т, >, ть О м: вы: У=6а А ПО 


>” >” 


поэтому: 


‚В р 


т —= «цв, а также т —-—-4.. 
[81 [6 


Полставивъ это въ равенство 3), получимъ. 


руд: == ==, 1. в: 

Въ третьихъ: Сопряженные д!аметры эллипса 
суть проекц!и перпендикулярныхъ д!аметровъ осе- 
вого круга. Само собой разумЪется, въ круг взаимно перпен- 
дикулярные д!аметры являются одновременно и сопряженными; а 
такъ какъ, при каждой параллельной проекщи, проекшя середины 
отрфзка есть середина проекши отрЪзка, то это, быть можетъ, было 


бы для изложенной теор!и болфе удобнымъ исходнымъ пунктомъ. 
Такъ какъ равенство 3) содержитъ только отношене = › ТО ©0- 


пряженные д!аметры эллипса суть вмфстЪ съ т6мъ сопряженные 

ыы каждаго концентричнаго и подобно ыы. 
Отсюда снова вытекаетъ предложен!е: 559 

Въ четвертыхъ: Если перес$чь прямой два кон- 

центричныхъ и подобныхъ эллипса, тодотрьзки ея, 

содержащ1еся между этими эллипсами) равны меж- 

ду собой. (Середины хордъ должны сонвасть, такъ какъ онЪ 


лежать на одномъ и томъ же сопряженномъ, >“ аметрЪ.) 


-ь 
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Пусть (фиг. 58) ОР=а' и ОР, =Ё' будутъ два сопряжен- 
ныхъ полуд1аметра; координаты точекъ Ри Р, обозначимъ соот- 
вътственно черезъ х, уил,, и.. 


Фиг. 58. 


Тогда, согласно равенствамъ 1) (стр. 183). 
Хх =24с0$ф, Хх, = —а51ф, 


и=Ёфзшф, И =2с0$ф, 


(ф/ =Ф-+- 90°, такъ что с05ф, = —3зшф, зшф, = с0$ $), откуда < 
хх, = 42, у =. д 
Съ другой стороны, 5 
=. 050. 3) = 605, © 
у=а 5114, у, = т, \©7 
такъ что < 
2’? 0524 -- В"? с052 4, = @?, 55 . 4) 


©’? эт? о -- 6" $? ф, = 630 


Ау 
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поэтому: 

Въ пятыхъ;: Сумма квадратовъ проекц!й сопря- 
женныхъ полуд1аметровъ на главную ось равна ква- 
драту соотвЪ5тствующей полуоси. 

Путемъ сложеня равенствъ 4) получимъ: 

ео = @ В, 5) 
поэтому: 

Въ шестыхъ: Сумма квадратовъ сопряженныхъ 
полуд1аметровъ есть величина постоянная. 

ДалЪе, согласно равенству 8) $ 5-го (стр. 74): 
ху, —х9 _ 28с05?ф | абзш?ф _ аё 

м. 2 ри 

Разсматриваемый треугольникъ есть четверть параллелограмма 
съ дагоналями 2а’и 2р'; поэтому: 

Въ седьмыхъ: ВсЪ параллелограммы, д!агона- 
лями которыхъ служатъ сопряженные д!аметры, 
имфютъ одну и ту же площадь 2а6. (Они являются наи- 
большими изъ четырехугольниковъ, которые можно вписать въ 
эллипсъ, и представляютъ собой проекши вписанныхъ въ кругъ 
квадратовъ). 

Разсмотримъ семейство параллельныхъ сфкущихъ къ эллипсу. 
Середины хордъ лежатъ на сопряженномъ д1аметрЪ и это остается 
вЪрнымъ, сколь близко ни лежали бы обЪ точки пересфчен!я; это 
будетъ вфрно и въ томъ случаЪ, когда обф точки пересфчен!я сов- 
падутъ и сфкущая станетъ касательной. Итакъ: 

Въ восьмыхъ: Касательная къ эллипсу въ н%ко- 
торой его точк$ параллельна сопряженному д!а- 
метру (т. е. параллельна тому д1аметру, который сопряженъ съ 
д!аметромъ, проходящимъ черезъ эту точку). Для круга эта те 
принимаетъ знакомый видъ: касательная перпендикулярна къ радьусу, 
проведенному черезъ точку касания. ” 

Въ девятыхъ: Если на концахъ двухъ. <омряжен- 
ныхъ д!аметровъ провести четыре касательныя, то 
получится параллелограммъ съ по оянной пло- 
щадью 446. Онъ является проекшей описаннаго около круга 
квадрата и имфетъ наименьшую площадь повравненио съ другими 
четырехугольниками, описанными около эллииса. 


ИОВ — 6) 
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\1. Выводъ ол касательной. (Фиг. 59.) 


Фиг. 59. 


Пусть Р(х, и) будетъ точка касаня, а (Х, У) — перемЪнная 
точка касательной. Угловой коэффищенть д!аметра МР (не на- 
черченъ) 


й 
т=юф=- 
5 р ое 
такъ что, согласно равенству 3) (стр. 188), угловой коэффищентъ 


сопряженнаго д1аметра, а вмЪфстЪ съ тмъ и касательной выража- 
ется равенствомъ: 


9% _ Их. 
п = — 
т а и’ 
слЪдовательно, уравнен!е касательной им$етъ видъ: 
У— 1 ОХ 
— = И. = 
Х—х + 421] 
или, послъ Не и ку 
3 2 е о 
р а 4 9 © 
= а” р? 55” 
© 


и, наконецъ, такъ какъ точка Р(х, и) лежитъ на > 
о” 


--. 


\$ 


А 


Легко усматриваемый законъ образован!я того уравнен!я уже 
д А 


своимъ вн5шнимъ видомъ (полярная форма, $92) проявляетъ тЪс- 


= 
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ную связь съ эллипсомъ. Согласно уравненю Та) 5 9-го (стр. 119), 
мы немедленно получимъ отрЪзки р, 4, отсЪкаемые касательною на 
осяхъ: 

Ра 0 = такъ что 2 = 5. 

Прим$няя равенства 13) $ 1-го (стр. 20), приходимъ къ изящ- 
ной теорем: 

ДвЪ вершины 5 и 9, большой оси, основан{е К 
опущеннаго на нее изъ точки касан1я перпендику- 
ляра и точка 4 пересЪчен!я касательной съ (продол- 
женной) большой осью образуютъ гармоническЕй 
рядъ; конечно, то же относится и къ вершинамъ малой оси, 
основанню опущеннаго на нее изъ точки касанйя перпендикуляра и 
соотвЪ$тствующей точкЪ перес$чен!я съ касательной. 

УП. Выводъ уравнен!я нормали. (Фиг. 59.) 

Нормалью къ кривой въ данной ея точкЪ называется пер- 
пендикуляръ, возставленный къ касательной въ этой точкЪ. Ея 
угловой коэффишентъ, согласно равенству За) $ 2-го (стр. 31), 


равенъ —„= -- = Поэтому, если теперь подъ (Х, У) разумфть 
перем$нную точку нормали, то уравнен!е ея получится въ видЪ: 
Ри © 
ХХ 
или, послЪ небольшого преобразования, 


Хуа? — Ухр? — хуе? = 0. 


Отр$Ъзки р., 4,, отсфкаемые нормалью на осяхъ, выражаются 


Го 
поэтому такъ: «АУ 
2 65°” 
Ра Ее г су 
4“ ет 
2. 
уе” ©” 
11 => р2 


у 
© 
Такъ какъ 4, имфетъ знакъ, обратный о что 
нормаль, считая отъ точки Р, сначала пересбыр, и ось, а 
^СУ 
затЪмъ малую. (См. чертежъ.) 
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УШ. Дальн$йш1я свойства касательной и нор- 


мали. 
Мы нашли, что 
©" де 
Р- Боя 
Поэтому 
р) 
р-р ==”. 


Если же примфнимъ теперь еще разъ равенство 13) 5 1-го, 
то получимъ предложенге: 

Во-первыхъ: Два фокуса и точки пересЪчен1я 
касательной и нормали съ большой осью образу- 
ютъ гармоническ!й рядъ. 

Если спроектировать эти точки изъ центра Р, то найдемъ, 
далЪе: 

Во-вторыхъ: Два фокальныхъ луча, проведен- 
ныхъ къ какой-нибудь точк$ эллипса, вмЪстф съ ка- 
сательной и нормалью въ этой точкЪ$ образуютъ 
гармоническ1й пучекъ. 

И, такъ какъ касательная и нормаль взанмно перпендикулярны, 
то, въ силу изложеннаго на стр. 35, получаемъ, наконецъ, столь 
важное предложене: 

Въ третьихъ: Углы, образованные фокальными 
лучами, дЪлятся касательной и нормалью пополамъ. 
(Очевидно, нормалью дЪфлится пополамъ внутреннйй уголъ, а каса- 
тельной — смежный съ нимъ.) 

Эта теорема объясняетъ, почему точки Ри К, называются 
„фокусами“. Если мы эллипсъ вообразимъ себЪ зеркаломъ и фо- 
кусъ НР — свЪтящейся точкой, посылающей лучи во всЪ стороны, то 
всЪ эти лучи должны снова собраться въ другомъ фокусЪ Ру, ибо, 


- а К 
какъ извЪстно, уголъ паденйя всегда равенъ углу отражения *). «АУ 
о . © 

*) Изъ треугольника 4.РЕ: су 
ы е Е < 
т о: зп & = ЕР: 4. = а — —х:е —— УС 
| $ ь < 
или: а 


ОР 


= 
. В < 
это: зта=а:е=п:1, если положить 


Поэтому, если мы представимъ себЪ (справа) пучект лучей парал- 
НИ $ ` р 
лельныхъ главной оси изъ безконечно удаленной свфтящейся точки и 
2» . 
вообразимъ эллипсъ сдфланнымъ изъ стекла, коэффищентъ (=т) пре- 


13 
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ИмЪемъ: 
А,Р:В,Р=А В 
=х—-р.: 
6? 
=х——х:х 


такъ что окончательно: 
2:8, Р= 0:4 вай 
Въ четвертыхъ: Длина отр$зка нормали до ма- 
лой оси всегда относится къ длинЪ отр$зка той же 


нормали до большой оси, какъ а? къ [”. 
ДалЪе, 


абы я ( 


ее - («=> (+55) =х 


слБдовательно, въ силу равенствъ т $ 13-го (стр. 172): 


г ый 
А=РЕЕ = \/» 


и поэтому, согласно предшествующей теорем$: 


В.Р=т / 


В ЕР, ве 
Въ пятыхъ: Произведен1е названныхъ отрЪ3з- 
ковъ нормали равно произведен!ю фокальныхъ лу- 


откуда: 


ломленя котораго есть обратная величина эксцентриситета, то послЪ 
преломлен!я всЪ лучи соединятся въ лЪвомъ фокусЪ Р,. Если отъ „эл- 
липса кругомъ (указаннымъ на фиг. 59) съ центромъ въ РЁ, отсёчёна 
линза, то при переходЪ изъ стекла въ воздухъ на шаровой поверхности 
въ виду вертикальнаго падения лучей не произойдетъ никакого” прело- 
мленя. Это было бы идеаломъ зажигательнаго стекла, есдщй`бы различ- 
нымъ цвЗтамъ не отв$чали различныя значеня п, такъсято такая линза 
можетъ годиться только для одной опредЪленной *) ыы собтовой волны. 
Такъ какъ, кромЪ того, невозможно отшлифоватр\ Рекло совершенно 
эллиптически, то это найденное Декартомъ, ‚изящное свойство эллип- 
тически отшлифованныхъ линзъ до сихъ пор® укь сожалЪню, не полу- 
чило никакихъ практическихъ прим$нений. У” 


$ 14. ВАЖНЪЙШИЯ СВОЙСТВА ЭЛЛИПСА. 195 


чей. (Такую величину имфетъ и произведене отрфзковъ касатель- 
ной АР. БР.) 

Наконецъ, вычислимъ еще проекщши ,Ри Б.Р нормали на 
фокальный лучъ, при чемъ совершенно безразлично, какой изъ фо- 
кальныхъ лучей взять. (Точки 4, и Б, на фиг. 59 не обозначены). 
ИмЪемъ: 


р В 
А.Р= А.Р. с0о5я =. И ги, + с05 я. 
Ч 


Изъ треугольника ЕРЁЕ.Р немедленно вывоцимъ (по теоремЪ о 
половинф угла треугольника): 


сок - ГРА я Е, :—. р 
ЗА У», 
поэтому 


и точно такъ же 


2 
ВВ = А.Р: 8 пе. 


Вь шестыхъ: Проекц1я отрЪ$зка нормали на фо- 
кальный лучъ равна р или а въ зависимости отъ 
того, берется ли отр$зокъ отъ точки касан1я до пе- 
ресЪфчен!я съ большой осью или съ малой осью. 

Этимъ предложенямъ относительно нормали соотв$тствуетъ 
большое число свойствъ касательной къ эллипсу. Если опустить 


изъ фокусовъ Ри Ё, перпендикуляры А и А, на касательную, то 
будемъ имть: 


Гр 
А =7 се. 
У ИР, 
г.р е. 
А. =, соя =, А» 
Ул ^у 
поэтому м. дя 
# 1 == > ©; 


© 
Въ седьмыхъ: Произведен{е перпендик уляровъ, 


опущенныхъ изъ фокусовъ на касательную, равно д. 
сл довательно, есть постоянная величина Если пер- 
пендикуляры А и А, продолжены въ сторону их основанйй на соб- 
ственную длину до точекъ Ё’и РЁ,’ (не отмфчены), то въ силу ра- 
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венства угловъ СРО и ЕР.РО, эти точки должны лежать на про- 
долженяхъ фокальныхъ лучей, при чемъ 
уе" Р.Р: =РРУОА в. 

а также 

ре! 0% 
т. е., если касательную вообразить зеркаломъ, то изображен въ 
немъ одного фокуса отстоитъ отъ другого фокуса на разстоянйи, 
равномъ большой оси. Если замфтить, что точка М есть середина 
отрфзка РЁ,, а О— середина отрфзка ЕЁ’, то немедленно получимъ: 


МО-, ВЕ =а= МО,, так что: 


Въ восьмыхъ: Основан1я Ои О, перпендикуля- 
ровъ, опущенныхъ изъ фокусовъ на касательную, 
лежатъ на большомъ осевомъ круг$. 

Этой теоремой можно воспользоваться для чрезвычайно про- 
стого построен!я эллипса съ помощью касательныхъ. 
Начертимъ осевой кругъ и будемъ вращать прямой уголъ такъ, 
чтобы одна его сторона постоянно проходила черезъ неподвижную. 
точку внутри круга (фокусъ), въ то время какъ вершина лежала 
бы на осевомъ кругЪ. Тогда другая сторона огибаетъ эллипсъ: 
[Сравни общёя замфчан!я $ 11-го.] 

Съ помощью упомянутыхъ выше отраженй фокуса легко по- 
строить 06$ касательныя къ эллипсу, проведенныя изъ точки (© 
внЪ него (фиг. 60). Для этого опишемъ изъ точки Р радусомъ За 


Фиг. 60. уу 
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и изъ точки О рад1усомъ ОЁ, круги, которые пересфкутся въ точ- 
кахь А. и Р',; тогда перпендикуляры изъ точки О на прямыя 
ЕЕ. и ЕЁ, будугъ искомыми касательными, при чемъ точки ка- 
саня Р, и Р, совпадаютъ съ точками пересфченя этихъ касатель- 
ныхъ съ прямыми РР, и ЕР... 


Изъ этого построен!я вытекаетъ, что 
^ ЕОЁЕ', со ^ ЕОЁЕ. (третья теорема о равенствЪ треугольниковъ), 
поэтому 
Хх ОР. Ее 
или 
х ОГР. = |, ЧаББ что 
Въ девятыхъ: Дв$ касательныя, выходящ!я изъ 
одной точки Ои проведенныя до точекъ касан!я, 
видны изъ фокуса подъ однимъ и тфмъ же угломъ. 
Равенство угловъ при №, и Ё, въ названныхъ треугольни- 
кахъ приводить къ тому же предложеню для другого фокуса. 
Остается еще равенство: 
х ЕОР. = ВОР, 
ИЛИ 
г ОРанюевОЕ = 3 Обе ОГ... 
Но уголь Ё.ОР, (такъ какъ ОР, есть высота равнобедрен- 
наго треугольника 2, ОЁ’,) равенъ углу Р.ОР,; подобно этому и 
© ВОК. = < КОР. Отнявъ отъ обЪихь частей выше написан- 
наго равенства уголь 2 ОЁ и раздЪфливъ результатъ на два, по- 


лучимъ: 


5 РОЕ=3: ВОВ, въ 
Въ десятыхъ: Одна изъ касательныхъ съ однимъ 
изъ фокальныхъ лучей образуетъ такой же уголъ, 
какъ другой фокальный лучъ съ другой касательной. «у 
Или же, если уголь между двумя касательными раздфлить попоз>” 
ламъ, то тЬмъ самымъ раздфлится пополамъ и уголь между дву 
проведенными черезъ точку пересфченя фокальными Ба 


Наконецъ, имфемъ еще $7 


рог = < Р.ОР= 6 


Это чрезвычайно просто приводитъ къ зорнеб выражающей 
этотъ уголъ черезъ координаты (х, 1/) точки переёЪчения ы 
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г? т, — 42? 


С0$7 — Е 
1 


Но 

Инете + 0 
КИ ВИ 
У+&— У 


Въ частности, если касательныя взаимно перпендикулярны, то 
с0$ 7 =0 и поэтому 


поэтому 


бо 


хм — (а? 5?) = 0. 

Въ одиннадцатыхъ: Если вращать прямой уголъ 
вокругъ эллипса такт, чтобы стороны его остава- 
лись касательными къ эллипсу, то вершина угла опи- 
шетъ вокругъ центра эллипса кругъ съ рад! усомъ 


У а? 2. 


Методъ, которому мы слЪдовали до сихъ поръ въ этомъ па- 
раграфЪ, отнюдь не является чисто аналитическимъ, такъ какъ мы, 
напротивъ того, прибЪфгали иной разъ къ геометрическимъ разсуж- 
ден!ямъ; правда, мы, конечно, могли бы или, пожалуй, даже должны 
были бы замЗнить эти разсужден!я аналитическими формулами, если 
бы у насъ не было побочной цфли — показать, какъ при желании 
оба метода примфняются совмЪстно. Но теперь мы снова возвра- 
тимся къ строгому анализу, и прежде всего примфнимъ его въ сл$- 
дующей задачф. 

Задача. Дана точка О(Х, У). Найти угловые ко- 
эффиц!енты обфихъ проходящихъ черезъ точку О 
касательных. «У 

Если проведемъ сначала черезъ точку О (Хх, У) произвртьную 
прямую съ угловымъ коэффищшентомъ т и возьмемъ о Сней пере- 
мфнную точку Р(х, 1), то уравнене этой прямой, Согласно ра- 


венству 2) 6 5-го (стр. 70), иметъ видъ: с 
, `_ 
р эм В \У 
й = &\ 
9 а > д 
кл _ хл 
или 5$ 


^ 
д = 


у = Ут (х — № 
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Для полученя точекъ пересфченя прямой съ эллипсомъ пол- 
ставимъ это значене и въ уравнен!е эллипса. Мы получимъ: 
(Уж (х — Х))? 
д р? 
или, расположивъ по степенямъ х: 


к (2 +) +2 р вв в Л тХ)? 


—1=0 


о а 

Для того чтобы упомянутая прямая была касательной, это урав- 

нен!е должно дать для х два равныхъ значен!я. Это приводитъ къ 
услов!ю: 


— 1 =0. 


(5+) 1) и 19) = 


или— посл преобразованя и упрощен!я — 
(У—тхХ)? — р? — ат? =0; 
расположимъ по степенямъ т: 


(43 — Х) + 2 ХУ- (В? — У?) =0 


Это квадратное уравнен!е относительно т опредЪфляетъ угло- 
вые коэффищенты обфихъ проведенкыхъ изъ точки О касатель- 
ныхъ. Если точку О(Х, У) взять внутри эллипса, то оба значен!я 
т становятся мнимыми; напр., для центра (Х=0, У=0) получимъ: 


. В 
пра? - 6? =0, т= + и (угловые коэффишенты мнимыхъ 


асимптотъ). 
Если вмЪсто О(Х, У) подставить фокусъ, такъ что Х = 6, 


У = 0, то получится равенство: 
ит = 0 ЖЕ, 
т. е. касательными къ эллипсу, проведенными изъ 


фокусовъ, являются нулевыя прямыя (5 3). м 


© 


Прим чан!е. Это свойство дало поводъ ввести поняНе/ о 
фокусахъ и для другихъ кривыхъ; именно, такъ называюдся Точки, 
обладаюшия той особенностью, что обф выходяиИя изъ нихь нуле- 
выя прямыя суть касательныя. Конечно, это опредфлен!е” связано съ 
мнимыми элементами, но съ аналитической точки зрьнй оно весьма 
цфнно, тЬмъ болЪе, что, какъ въ случаЪ эллипс &Фно можетъ при- 


вести къ вещественнымъ точкамъ. ух 
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Задача. Вывести уравнен!е подарной кривой 
эллипса. 

Подъ подарной кривой н5которой другой кривой разумЪется 
геометрическое м$Бсто основанйй всфхъ перпендикуляровъ. опущен- 
ныхъ изъ постоянной точки на касательныя къ этой посл$дней кри- 
вой. Пусть постоянной точкой будетъ Р(&, 1), прямая /— касатель- 
ной, точка О\(х, у)—ея точкой касаня, К(Х, У) — основавемъ 
опущеннаго на нее изъ Р перпендикуляра. Тогда, прежде всего, 
имБютъ мфсто слфдуюцИя три равенства: 


х2 1] 
1 ео 
) р: т р 
И) ет ы = 1-0 
у т 49 
КА м" 
Хх 1] 2 = 
-.(У— "(А— =) = 
Ш) 2% 1) р ( :) 0 


Равенство Г) выражаетъ, что точка О(х, 1) лежитъ на эллипс Ъ, 
1) —что точка А лежитъ на касательной въ точкБ О, въ то время 
какъ Ш), согласно стр. 192, представляетъь услов!е перпендикуляр- 
ности. Въ задачЪ требуется найти уравнене подарной кривой, т. е. 
уравнене между Х и: У (при данныхъ & и 1), слЪдовательно, изъ 
равенствъ Г), П), Ш) нужно исключить хи 1, что удобнЪфе всего 
выполнить, вычисливъ хи 1/ изъ равенствъ -- и Ш): 
2 (Х—Е) Ия 
о 


Посл подстановки ихъ значенй въ уравнеше Г) и освобо- 


жденя отъ знаменателя получается искомое уравнене: 

и - м ра Е О 
Е И Е ЕО ду 
Зам чантя. 1. Подарная кривая эллипса, какъ мы е 

вообще есть кривая четвертаго порядка. Если точка Р(? (36 у сов- 
падаеть съ центромъ, то уравнене ея принимаетъ вид: ©” 

^^ 

7 Я 2 \2 %М9) © 

(ХЗ- У?) — (42 ^З-- 2) =0. А 
ЗдЪсь, на первый взглядъ, кроется Поодае такъ какъ по- 
дарная кривая можетъ лежать лишь внЪ эллиа между тфмъ какъ 
здЪсь (какъ мы въ этомъ убЪждаемся, просто“ \взглянувъ на уравнен!е) 


$ 14. ВАЖНЪЙШИЯ СВОЙСТВА ЭЛЛИПСА. 201 


кривой принадлежитъ и начало, т. е. центръ эллипса. Это противорфче 
разрЪшается слБлующимъ образомъ. Если Р(Е, \) есть точка внЪ 
эллииса, то подарная кривая дважды проходитъ черезъ нее, такъ 
какъ тогда для каждой изъ двухъ проходящихъ черезъ Р касатель- 
ныхъ основан!е совпадаетъ съ самой точкой Р. Если же Р лежитъ 
внутри эллипса, то эти касательныя становятся мнимыми; тЪмъ не 
менфе основане опущенныхъ на нихъ перпендикуляровъ, т. е. сама 
точка Р— остается вещественной, чфмъ и объясняется то обстоя- 
тельство, что ея координаты всегда удовлетворяютъ уравненю. Но 
при этомъ точка Р совершенно не соединена съ прочими веще- 
ственными точками кривой, она является обособленной или изоли- 
рованной точкой. (Ср. также примЪфръ конхоиды въ 85 6.) 

. 2. Если точка Р(, т) совпадаеть съ фокусомъ, такъ что 
-=е, ц=0, то уравнене подарной кривой принимаетъ видъ: 


[2(х— д Ра ЧМ 0 


Такимъ образомъ, и здЪфсь она является кривой четвертаго по- 
рядка; съ другой же стороны, какъ было показано на стр. 196, въ 
этомъ случа кривая должна быть кругомъ, именно, осевымъ 
кругомъ: х* -- ? — 4? = 0! Какъ теперь разрЪшить это противорЪче? 

Только съ помощью обЪфихъ касательныхъ, которыя проходятъ 
черезъ фокусъ и, какъ было показано, суть нулевыя прямыя! ВЪдь 
нулевзя прямая перпендикулярна самой себЪ (ср. $ 3), т. е. пер- 
пендикуляръ, возставленный къ ней въ какой-нибудь ея точкЪ, сов- 
падаетъ съ нею, такъ что основан!е его можетъ быть взято на ней 
гд$ угодно. Вм5стЪ съ тБмь для фокуса подарная кривая должна 
содержать обф эти прямыя, выражаемыя уравнен]ями: 


(Ху =ош То 


или — вмЪстф — уравненемъ: у 
р, «< 
(Х = е) —- } == 0, СА. 


т. е. выражеше (Х — с)? -- У? должно быть множителемъ АЪвой 
части ея уравненя. А другой множитель? Онъ выражает осевой 
кругъ и поэтому совпадаетъ съ выраженемъ Х?-- т аз: 
ДЪиствительно, въ этомь а розейой легко ужостовЪриться. 
Если положить 4? = 1? — 2?*, то безъь большого руда мы най- 
демъ тождество: АС м 


7 
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[Х(— © - У — 2—6 — (2—2) у? 
= [(Х— 6+ УЗ] [+ У — 42]. 

3. Эта задача чрезвычайно поучительна еще и съ слБдующей 
стороны. Предположимъ, что кто. либо, не зная, что основанйя пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ фокуса на касательныя, лежатъ на 
большомъ осевомъ кругЪ, захотЪль бы чисто аналитически вы- 
вести геометрическое м$фсто этихъ точекъ; тогда онъ. подобно намъ, 
неизбБжно получилъь бы предшествующее уравнен!е: 

[^(Х—е -- НЫ т [42 (Х— 6)? + р? 7 | — 0 
и отсюда заключилъ бы, что это-——кривая четвертаго порядка; о 
томъ, что она распадается, онъ врядъ-ли заключилъ бы изъ урав- 
нен!я и поэтому составилъь бы себЪ совершенно нев$рное предста- 
влене о видЪ кривой. ЗдЪсь также встрЪчается „лишийй множитель“ 
именно, (Х — г)? -- 1”, но не вслъдстве неискуснаго пр1ема при 


исключен!и (ср. $ 6), а вслфдстве того, что мы исходили отъ об- 
щей подарной кривой. 


Задачи. 


1. Уничтожить радикалы въ уравнен!и 
о ты аб 57% С м 0 с _ И а 
+ УФ. Уа-х-+ УВ. Тат х- И 28. У ч=0. 
Какая при этомъ получится кривая? 
2. Вывести уравнен!е маи который касается эллипса 


Ни > 


въ двухъ точкахъ, симметричныхь относительно большой оси и 
имфющихъ абсциссу х.. 

3. Даны два круга (ихъ лин я центровъ принимается за ось 
х-овъ). Найти геометрическое мЪсто точекъ, для которыхъ сумма 
или разность касательныхъ къ этимъ кругамъ есть постоянная * Ве 
личина. (Обобщен!е фокальныхъ свойствъ эллипса и гиперб Боты). 

4. Геометрическое м$сто серединъ хордъ эллипса проходя- 
щихъ черезъ произвольную точку, есть эллипсъ, под: отый первому 
и подобно съ нимъ расположенный. а 
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$ 15. 
ВажнЪишя свойства гиперболы. 


Какь уже выше было подчеркнуто, очень мноГя свойства 
эллипса могуть быть безъ оговорокъ перенесены на гиперболу; 
лишь н$фкоторыя свойства отпадаютъ, такъ какъ соотв$тствующе 
элементы или величины становятся мнимыми, въ то время какъ, съ 
другой стороны, по противоположной причин$, появляются иныя 
новыя свойства. 

Поэтому сначала мы пробЪжимъ изложенныя въ предыдущемъ 
параграф теоремы относительно эллипса для того, чтобы посмо- 
трЪть, какъ он измБняются примЪнительно къ гиперболЪ. 

Прежде всего гипербола не является ортогональной проекшей 
осевого круга, такъ что отпадаютъ параметрическое выражен!е 1) и. 
построен!я съ помощью стержней и Кардановыхъ круговъ. Но здЪсь 
можно сл6дующимъ образомъ вывести аналогичное параме- 
трическое выраже- 
н1е. Полагаемъ 

{1 
с0$фр’ 1) 
и=б, 
при подстановк5 уравне- 
н!е гиперболы 
И 


ии: “— Фиг. 61. 
удовлетворится тожде- 
ственно. Это даетъь слБдующее построене (фиг. 61): 

Описываютъ осевой кругъ и проводятъ на разстояни В отъ 
оси 7-овъ параллельную ей прямую ЭТ. Затёмь проводятъ подъ 
угломьъ ф радусъ, который пересфчетъ кругъ въ точкф ЛР, «у 
параллельную прямую въ точкЪ Г; опредфляютъ точку О перес®- 
чен!я касательной въ точкф Л съ осью х-овъ и ОВНА. „Черезъ 
точку О прямую, параллельную оси у-овъ, а черезъ точку [— 
прямую, параллельную оси х-овъ. Точка Р ихъь пересфчены при- 
надлежитъ гиперболф. МУ 

Теор!я сопряженныхъ < ераьяи мо- 


су 


жетъ быть развита точно такъ же, какъ и ы ‘сдучаь эллипса. Если 
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Фиг. 62. 


=, т =, (фиг. 62) суть угловые коэффищенты двухъ 
сопряженныхъ д!аметровъ, то равенство, соотвфтствующее формулЪ 
3) $ 14-го (стр. 188), имъетъ видъ: 


2) 


или, если ввести асимптотическй уголъ &, 


И =. РО. 
т. е. если каждому д!аметру отнести сопряженный 
съ нимъ д!аметръ, то получатся два пучка, образую- 
щихъ инволюцщ1ю, при чемъ асимптоты служатъ двой- 
ными лучами. Въ силу этого, каждая асимптота сопряжена 
сама съ собой (а не одна съ другой). Если, въ частности, 
а=р, т. е. если гипербола является равносторонней, 
то асимптоты дфлятъ пополамъ углы между сопря- 
женными д1аметрами. 

Изъ двухъ сопряженныхъ д!аметровъ одинъ всегда будетъ вех. 
щественнымъ (онъ пересЪфкаетъ гиперболу), а другой — мнимыйЪ” 
(не пересфкаетъ). Такимъ образомъ, изъ двухъ полудаметровъ 


а’и В’ только одиньъ МР=а’ оказывается нещестаевивие ИВ что 
У 


равенство 5) предшествующаго параграфа здЪсь отпадает: 


—_ 


Но если, кромЪ гиперболы \©7 
8 _ 
ть у в. ] — 0 д ее 
Я Ве у 39 


И 


- (М 
ввести въ разсмотрфне еще сопряженную съ\иею гиперболу ($ 13): 
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Од 


и опредфлить для направленя %, полудаметръ МР, =” послфдней 
кривой (такъ называемый побочный полудаметръ), то путемъ под- 
становки точки Р(а’соз%, 4'3ш%) и Р, (Р"' соз%,, В’ зш,) въ одно 
и другое уравнене, вычислимъ 4’ и ["': 
8 92? (1 - 11?) 
9? — ат? * 
926? (1--т,?) 


а?т. 3 — 6? 


Е 
или, согласно равенству 2): 
р @ 01 р 
2 — ат? 
и поэтому 
в р’'2 = де = р 

вмфстЪ съ чфмъ мы пришли къ теоремЪ, аналогичной равенству 5) 
$ 14-го (стр. 190). 

Если обозначить координаты точки Р черезъ х, 1, а коорди- 
наты точки Р,—черезъ х’, и’, то: 


1 


! й а И ат 
х=а 608 =, У =@ О = 
Ут и? У 1-2 
р’ рт 
х' =р'' с0$ = А) М с ь $11, в = 
ИУ 1-я. у Геи.’ 


откуда, если воспользоваться предшествующими выраженями для 
а’, р’, получимъ: 


ар арт 
$ === Ее 1 = и и Е 
7 ат Ур — 17"? 
7 ар у ар. 7 х 
Хх — К — =. А 
_ У и — р’ Уд?т.—1 и. к, 
Два послфднихъ равенства, согласно соотношен!ю 2), прини: 
(2, 
маютъ видъ: , 59 
_ 2 < 
ат р р 
№ —= —, И = . О 
_- 


Е 5’ т 
УР? — ат Ур? — ат?’ $ 
У 


поэтому, окончательно \ 
р к) 


ее, И У 
Г — = уж к 

р’ Я В АСУ 

уу 
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Съ помощью этой простой формулы находимъ: 
! 1 
ху — их 
К Шо 
г у 2 р 
вмЪстБ съ тфмъ: 
Параллелограммъ РР,Р.Р, =2аф. (Сравни равенство 5) 
$ 14-го.) 
Для вычислен!я углового коэффищента и’ прямой РР, слф- 
дуетъ положить 
_# —_{ 


х —х 


и’ 


поэтому 


т. е. прямая РР, параллельна одной изъ асимптотъ; подобно этому, 
прямая РР.’ параллельна другой асимптотЪ. Итакъ, асимптоты дф- 
лять пополамъ стороны параллелограмма РР.Р'’Р,, откуда выте- 
каетъ, что 


параллелограммь МО,РО, !) = : и = г 4) 

Этимъ доказано изящное предложен:е: 

Если черезъ произвольную точку гиперболы 
провести прямыя, параллельныя асимптотамъ, то по- 
лучится параллелограммъ, имфющ!:й постоянную 

а 
площадь, равную о. 

Такъ какъ въ равенство 2) входитъ только отношене а:р, 
то всЪ подобныя, подобно расположенныя и концентричныя дги- 
перболы, короче говоря, вс гиперболы съ однфми и тЬмИ же 
асимптотами — иифютъ одни и ТЬ же сопряженные дламетры. Та- 
кимъ образомъ, для названныхъ гиперболъ имЪетъ мо” и выве- 
денная на стр. 188 теорема (подъ рубрикой „въ четвертыхь“). Но 
сами асимптоты представляютъ частный случай ое гиперболъ; 


поэтому: Е 
Е “= Ч ЕЕ т к 
1) Точки О, и О, (середины отр$зковъ. ФЕИ ’) на фиг. 62 не 


отм$чены. См. фиг. 63. 
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Два отрЪфзка АВ и Л.Б, (фиг. 62) совершенно 
произвольной сЪкущей между асимптотами и гипер- 
болой равны между собой. (На этомъ основывается чрезвы- 
чайно простое построене гиперболы, если дана какая-нибудь ея 
точка и асимптоты. Этой теоремой можно также воспользоваться 
для того, чтобы провфрить, правильно ли построена проведенная 
отъ руки гипербола). Если точки пересфченя сЪкущей съ гипербо- 
лой совпадаютъ, то, какъ слЪдстые, мы получаемъ предложен!е: 


ОтрЪ$зокъ любой касательной между асимпто- 
тами длится пополамъ въ точкЪ касан!я. РР, = РР, 
(фиг. 63, стр. 209). 


Какъ и въ случаЪ эллипса касательная параллельна 
сопряженному д!аметру и ея уравнене, въ соотвфтств!и съ 
уравненемъ 7) $ 14-го (стр. 191), имфетъ видъ: 


и. о 5) 


Для того чтобы вычислить ея точки пересфченя Р, (х,, и), 
Р. (х., 5) (фиг. 63) съ асимптотами, воспользуемся уравнен!ями по- 
слЪднихъ. Для точки Р, (х., и.) имБють мЪсто два равенства: 


хх 11 м 0 


(2 р? 
м 
ПЕ — (0 
а р : 
откуда 
” а 
ое : 
1 х у’ 171 Хх у’ 
а [| а р 
но такъ какъ «7 
Хх? 1? га о ‚_©)° 
8-9 
Ге \ а [61 ео 
то ХУ 
ра В ©” 
м В \\ 
| — 
мые Го $ 
вы ИЕ а ‚ 
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и точно также. 


Хх И \ 
х=а( о 


к ‚4 р 
их 1) 
+. И 
2 2 )- 


Такимъ образомъ, немедленно выводимъ, что 


мох, у: — 1 


о с - 
т. е. точка Р есть середина отрфзка Р,Р, (это уже было доказано. 
выше). 

Но тогда 
ли, — 5х, 2481 1 
__ 9291 Вы гы 
а =, 

такъ что: 


Касательныя къ гиперболЪ образуютъ съ асимп- 
тотами равновелик!е треугольники съ площадью, 
равной 46. Если черезъ точку Р проведемъ прямыя РО, и РО., 
параллельныя асимптотамъ (фиг. 63), то (въ виду того, что Р есть 
середина стороны Р,Р.) точка О, будетъ серединой стороны МР,, 
а точка О,—серединой стороны МЁ.. Если соединимъ еще точки 
О и О., то треугольникъ Р.Р, распадется на четыре конгру- 
ентныхъ треугольника, изъ коихъ два составляютъ параллелограммъ 
МО,РО.. Поэтому и площадь этого параллелограмма является по- 


аб 
стоянной; именно, она равна = (какь уже было доказано выше). 


Касательныя въ точкахъ Р, Р', Р,, Р,'’ (фиг. 62) параллельны 
д1аметрамъ 24а’ и 2’ и образуютъ поэтому параллелограммъ, сто- 
роны котораго равны самимъ этимъ д1аметрамъ. Но такъ какъ его 
вершины лежатъ на асимптотахъ, то получаемъ предложен!е: 

Длина отр5Ьзка касательной между асимптотами 
равна длинЪ 22’ сопряженнаго мнимаго В а 

Остальныя теоремы предшествующаго параграфа отностельно 
касательныхъ и нормалей могутъ быть непосрелственно `хпвренесены 
и на гиперболу. Такимъ образомъ (фиг. 63): © 

ДвЪ вершины вещественной оси, ее перес$- 
чен1я касательной съ нею и основа {е опущеннаго 
на нее изъ точки касан1я перпенди ку-Ляра образуютъ 


{С 


гармонический рядъ. $ 
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Уравнен!е нормали въ точкЪ Р(х, у) имЪетъ видъ: 
Хуа? -- Ух? — хуе? = 0. 
Два фокуса и точки пересфченя касательной и нормали съ 
вещественной осью образуютъ гармонический рядъ. 

Касательная и нор- 
маль въ данной точкЪ 
гиперболы дЪлятъ по- 
поламъ углы между 
фокальными — лучами, 
проведенными черезъ 
эту точку. (Но здЪсь 
касательная дЪлитъ са- 
мый уголъ, а нор- 
маль — смежный съ 


НИМЪ. ) 

Длины отрфзковъ нормали отъ точки касан1я до перес$чен1я съ 
вещественной осью и съ мнимой осью относятся, какъ 2? : 4?. Только 
здфсь точка касаня лежитъ между обфими точками перес$ченля. 
Если р =а, т. е. гипербола является равносторонней, то точка ка- 
саня лежитъ въ серединЪ. 

Проекщя нормали на любой изъ фокальныхъ лучей равна р 
или 4 въ зависимости отъ того, берется ли отр$зокъ нормали отъ 
точки касаня до вещественной или до мнимой оси. 

Произведен!е двухъ перпендикуляровъ, опущенныхъ на каса- 
тельную къ гиперболф изъ фокусовъ, равно #2, и основанйя этихъ 
перпендикуляровъ лежатъ на осевомъ кругЪ. (Построене гиперболы 
съ помощью касательныхъ). 

ДвЪ касательныя, выходяц!я изъ одной точки, видны изъ фо- 
куса подъ однимъ и тфмъ же угломъ зрфня. Одна изъ этихъ ка- АУ 
сательныхъ образуетъ съ однимъ изъ проведенныхъ черезъ точку 
ихъ пересЪчения фокальныхъ лучей такой же уголъ, какъ ‚ур 


фокальный лучъ съ другой касательной. 

Если фр < а, то кругъ, описанный вокругъ точки М  адвусомь 
У а — р? есть геометрическое мфсто точекъ пересьченб взаимно 
перпендикулярныхъ касательныхъ. Если В=а, то асиптоть суть 
единственныя взаимно перпендикулярныя касательНыя, (Ихъ точки 
касан!я безконечно удалены). АСУ 


14 
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р о оо со с А. с 


Задачи. 


1. Точки пересфчен!я равносторонней гиперболы съ прямой, 
параллельной ея вещественной оси, соединены съ одной изъ вер- 
шинЪъ. Доказать, что при вершин$ получается прямой уголъ. 

2. Круги, построенные на параллельныхъ хордахъ равносто- 
ронней гиперболы, какъ на д1аметрахъ, всЪ проходятъ черезъ однЪ 
и ТБ же двЪ точки гиперболы. Эти двЪ точки лежатъ на томъ 
даметрЪ, угловой коэффишентъ котораго равенъ угловому коэф- 
фищенту хордъ съ обратнымъ знакомъ. 

3. ВсЪ круги, которые касаются гиперболы въ двухъ точкахъ, 
симметрично расположенныхъ относительно мнимой оси, отс$каютъ 
на асимптотахъ хорды постоянной длины 24. 


$ 16. 


ВажнЪйш!я свойства параболы. — ДругГя формы уравненй 
коническихъ сЁченй. 


Парабола является предфльнымъ случаемъ, какъ эллипса, такъ 
и гиперболы ($5 13); поэтому ея свойства могутъ быть опредфлены 
по свойствамъ этихъ кривыхъ. Но такъ какъ здфсь мномя теоремы 
становятся гораздо болфе простыми и, отчасти, принимаютъ другой 
видъ, то лучше будетъ непосредственно ихъ вывести, указывая при 
этомъ на аналойю съ прежними теоремами. 

Опред $ лен!е. ВсЪ прямыя, параллельныя глав- 
ной оси параболы, называются д!аметрами. (ОнЪ про- 
ходятъ черезъ бозконечно удаленный центръ). 

Проведемъ прямую съ угловымъ коэффищентомъ 7 


и=тх-д «5 
и опредфлимъ ея точки пересфченя съ параболой 59" 
о ь.: 
у? — 2рх = 0. де 
Мы получимъ: 257 
о 
т2х? -- 2х (та — р) =0; < 
отсюда абсцисса & середины хорды равна м 
м 
Е о - р— т, $ 
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и ордината ”) равна 


д=иЕ-+=А 1) 


т. 


Какъ мы видимъ, у не зависитъ отъ 4, но лишь отъ углового 
коэффищента 72 прямой. Поэтому: 

Середины параллельныхъ хордъ съ угловымъ 
коэффиц!ентомъ 172+ лежатъ на д!аметрЪ. 

Если допустить, что обЪ точки пересЪченя совпадаютъ въ 


р 


одну точку Р(х, и) (фиг. 64), то = и поэтому также И 


м 


т —= 


Слфдовательно, уравнене касательной въ точкЪ Р(х, у), если 
перемфнную точку снова обозначить черезъ (Х, У), будетъ имЪть 
ВИДЪ: 


бы 
Хх и 
или «У 
Ту— у = Ар— хр 56 . 
или, если вставить 1/? = 2рх, хе 
Уи р(Х-х)=0. © 2) 
Для точки А пересфченя съ касательной въ верщин$ Х = 0, 
У=5Ю; поэтому а: 
| ео 


2у 79 \СУ 
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г. е касательная проходитъ посерединф между вер- 
шиной 5 и основан!емъ О перпендикуляра, опущен- 
наго изъ точки касан1я на касательную въ вершин $. 
Равнымъ образомъ, 5Г= — х. 
Если мы продолжимъ еще РО до точки О пересфченя съ 
директрисой, то получимъ 


1 - ИРЕхА. 


Но съ другой стороны, по опредфлен!ю параболы, 
(Р= ЕР. 


Такимъ образомъ, четырехугольникъ ГЕРОИ 
есть ромбъ и Л есть его центръ. Уголъ при вершин$Ъ ромба 
дфлится пополамъ д1агональю, поэтому: 

Касательная дфлитъ пополамъ уголъ, смежный 
съ угломъ между фокальнымъ лучемъ и д!аметромъ 
(сравни $ 14 и 5 15). 

ДалЪе, длагонали ромба взаимно перпендикулярны, такъ что: 

Основан!я перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
фокуса на касательныя, лежатъ на касательной въ 
| вершин. (Въ случаЪ 
эллипса и гиперболы, 
какъ было показано, они 
лежатъ на осевомъ кру- 
ГЪ). 

Для того чтобы изъ 
данной внф параболы 
точки (О провести къ 
ней —двЪ касауязеныя 
(фиг. 65), строять’на от- 
рфзк5 ОР, Скакъ на 
дламетрЪ `кругь, который 
Кан въ вершинЪ 
пересьеть въ точкахъ 
пк 55 КиК, =). Тогда прямыя 
ОВ, и ОК,, по пред- 


^\С5 


Ж . 
ря 


_—  *) Точка В, не указана на фиг. 65. 
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шествующей теоремЪ, суть касательныя. Если, далЪе, продолжить 
отрфзки РА, и РК, на ихь собственныя длины до точекъ (Ц; и (0. 
т. е. до пересЪчен!я съ директрисой, то прямыя, проведенныя че- 
резь ОИ; и Ч. параллельно главной оси, пересфкутъ касательныя въ 
точкахъ касаня Р; и Р, (ср. фиг. 64). 
Изъ равенства треугольниковь ОРР, и ОЦ.Р,, равно какъ 
треугольниковьъ ОРР, и ОПЦ.Р,, вытекаетъ, что 
< ООП 
х ОЧ. = а па 


х 0,00, =2 3: РОР,, х ВОР =5 х 0,00,. 


поэтому: 


Если, въ частности, О лежитъ на директрисф, то получается 
теорема: 

Директриса есть геометрическое м$фсто точекъ 
пересЪ$ чен!я перпендикулярныхъ касательныхъ. (Въ 
случаЪ эллипса и гиперболы этимъ геометрическимъ м$стомъ былъ 
кругъ). 

Проведемъ черезъ точку О еще прямую ОГ, параллельную 
главной оси; тогда 


х 0.07 = х И, = 5 = 0,00, = = Р.ОР, 


и затЬмъ 
ОР = = РОВ, с р, пе. 

Если изъ какой-нибудь точки проведены дв$ ка- 
сательныя къ парабол$, фокальный лучъ и прямая, 
параллельная главной оси (фокальный лучъ, проходяций 
черезъ второй безконечно удаленный фокусъ), то одна изъ ка- 
сательныхъ образуетъ съ фокальнымъ лучемъ та- 


кой же уголъ, какой прямая, параллельная НК 
оси, образуетъ съ другой касательной (сравни а 
и 15). © 
&х 
ДалЪе, та 
х ОПР = < ОЕР, о 
< ОО. Р, = х ОЕДВ,. с _ 


Такъ какъ теперь = ОЧ, ГР, = = 00, какой либо 
изъ угловъ при основан!и равнобедреннаго треугоньника ОС! 0.), то 
х ОЕР, = = ОР. “У 


214 $ 16. ВАЖНЪЙШИЯ СВОЙСТВА ПАРАБОЛЫ. 


Дв$ касательныя, проведенныя къ параболЪ 
изъ одной точки, видны изъ фокуса подъ однимъ и 
тЪъмъ же угломъ зр$н1я. (Совершенно такъ же, какъ въ слу- 
чаф эллипса и гиперболы.) 
Какъ показано выше, 
о РОЙ = ое 
Но послфднйЙ изъ названныхъ угловъ равенъ >< ЕР. О, поэтому 
3: ГОР, = < ВВО, & та 
ОР ки 
Если касательная РО разсматривается, какъ постоянная, а ка- 
сательная Р.О, какъ перемЪнная, то уголь НР, О остается тотъ же, 
такъ что и уголь ЕР.О не измЪняетъ своей величины. Поэтому: 
Если вСсЪ. касательныя къ параболЪ пересфчь 
одной изъ нихъ и соединить точки пересЪчен!я съ 
фокусомъ, то вс касательныя съ соотв тствую- 
щими фокальными лучами образуютъ одинъ и тотъ 
же уголъ. Если, въ частности, названная касательная совпадаетъ 


= 
4 


съ касательной въ вершин, то этотъ уголъ равенъ = 


Примфняя теорему, обратную теоремЪ о вписанномъ углЪ, не- 
медленно выводимъ отсюда: 

Кругъ, описанный около треугольника, стороны 
котораго суть касательныя къ парабол5, проходитъ 
черезъ фокусъ. 

Такъ какъ касательная дфлитъ пополамъ уголъ, смежный съ 
угломъ между фокальнымъ лучемъ РР и проведеннымъ черезъ 
точку Р даметромъ, то нормаль д$литъ пополамъ этотъ посл5днйй 
уголъ; эта теорема находитъ себф примфнене въ теор!и параболи- 
ческаго зеркала. которое преобразуетъ пучекъ лучей, исходящихъ 
изъ фокуса, въ параллельный пучекъ и, наоборотъ, параллельные 


$ 
о 


лучи собираетъ въ фокусф. С 
Такъ какъ угловой коэффищентъ касательной равень ^, то 
у’ И 
2 И а 
угловой коэффищентъ нормали равенъ —^ и ея т ене имЪетъ 
ВИДЪ: о 
У у 39 
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Для точки И’ пересфченя съ осью х-овъ (фиг. 64) У = 0, 
Х = 5Й’; поэтому 
ЭЙ’ =х-р, 


такъ что 

РА = р, 3) 
т. е. проекц!я нормали на главную ось (такъ назы- 
ваемая поднормаль параболы) постоянно равна по- 
лупараметру р параболы. (Ср. $ 14 и 15). 


До сихь поръ мы пользовались слЪдующими уравненями ко- 
ническихъ сЪченй: 


№2 9/2 2 
ри! —=0 (уравнене эллипса, отнесенное къ центру), 
‚2 2 
НЙ 1-6 | б 
вы! - (уравнене гиперболы, отнесенное къ центру), 


/°—2рх=0 (уравнене параболы, отнесенное къ вершин$). 
Это простЪйшя и чаще всего употребляемыя формы ихъ 
уравнен!й; однако, при переход къ другимъ системамъ координатъ 
эти уравнен!я получаютъ друпя формы, важнфйийя изъ которыхъ мы 
теперь разсмотримъ. 


1. Уравнен1е эллипса и гиперболы, отнесенныя 
къ вершинЪ. 


Возьмемъ (фиг. 66) за начало вершину 5,, примемъ большую 
ось за ось х-овъ, а касательную въ вершин — за ось и-овъ; мы 
будемъ исходить отъ уравнен!я эллипса, отнесеннаго къ центру 


2 2 
И 
1 


Формулы преобразован!я здЪсь 
чрезвычайно просты, он$ имфютъ 
ВИДЪ: 

2—-и-—@ И) 


Подставивъ это, получимъ: 


И + 1=0 


к 
< 


или, если развернуть и, какъ раньше, положи» — =р, 


м 
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2-2 
И 0, у = орк Ра; 


это и есть уравнене эллипса, отнесенное къ вершинЪ. Аналогичное 
получается и для гиперболы; итакъ: 


9 =2рх — 20? эллипса, 
9/2 = 2рх отнесенное къ вершин уравнен!е ? параболы, 4) 
) 
2-ю 1 _ гу 
= 2 ме гиперболы. 


Слфдуетъ запомнить и эти формы, тЪмъ боле что съ ними 
связаны самыя названйя коническихъ сфченй: „эллипсъ“, „парабола“, 
„гипербола“. 

П. Уравнен!я эллипса и гиперболы, отнесенныя къ 
какой либо пар сопряженныхъ д!аметровъ (фиг. 66). 
Мы исходимъ снова отъ уравнен!я, отнесеннаго къ центру 


И 


Проведемъ каке либо два сопряженные д!аметра подъ углами 
у и %, примемъ ихъ за оси косоугольной системы коорди- 
натъ, и обозначимъ отнесенныя къ нимъ координаты точки Р че- 
резъ х,, и,. Нужно затфмъ совершить преобразоване отъ коорди- 
натъ 5, м къ этимъ новымъ координатамъ. 
Формулы преобразован!я (которыя, между прочимъ, легко мо- 
гутъ быть выведены изъ чертежа) имфютъ видъ: 
=, С05 и; - Ч, СОЗ, 
|=, эп, Е 7, $1 %,; 
послЪ подстановки получимъ 
1 в \2 и р № 
(х; с0$ у, 71 с0$ р ур 91 511 9) _ 1—0 «у 
42 р? © ©°” 
или с? 


2 09 й ' а ПИ 
С0$^/ $117 СО$'/, - С0$ шо “. 
р) Г 1 о 71 2 2 
^1 а Е те Хх 91 [о Не а 


И: а? < 
Чи мые — 59 у 


Коэффищентъ при 2х,1/, _ 


а 
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С0$ ‘21 С0$ 
аи ( ео р В) —=0 (согласно равенству 3) 
( 
$ 14-го, стр. 188). 
Поэтому новое уравнен!е имфетъ видъ 
в #2 2 ай 
ЖЕ 61," —1=0. 
Если обозначить длины сопряженныхъ полуд1аметровъ черезъ 


Фи, то точка О, имБетъ координаты х, =а,, и, = 0; поэтому 
1 


1 
5] ® э 
"| В —: те В= и») 
слфдовательно, уравнене эллипса, отнесенное къ двумъ сопряжен- 


нымъ д!аметрамъ, имфетъ видъ 


о о 
ий 7.“ 1 
-- —1=0. 5а 
ее’? их р’? ) 
Аналогично получается соотвЪтствующее уравнен!е гиперболы 
2" и," == 0 5 
ЕВ —@. Ь 
а? р? ) 
отне- 


По виду эти уравненя тождественны съ уравнен!ями, 


сенными къ главнымъ осямъ; но здфсь оси вообще пересЪкаются 


не подъ прямымъ угломъ. Можно, между прочимъ, сдфлать такъ, 


чтобы выполнялось а а’ = и уравнен!я приняли видъ 
- 2 м Е г 
хи —@“=0; дозы е = 0, 
овершенно совпадаюцИй съ видомъ уравненйй круга и равносто- 
ронней гиперболы, отнесенныхъ къ главнымъ осямъ. 


Ш. Уравнен!я эллипса и гиперболы, 
къ д1аметру и касательной въ его конечной точк$ 


отнесенныя 


Мы получимъ въ точности то же, что и въ пунктЪ [. Если 
ий ® 
положить еще —, =р’, то найдемъ: «у 

а 
| р "АЯ. 

и =2рх — — 2? (эллипсъ), ба) 

Ч 57 
© 
2 о 
9? = 2х +' т ж” (гипербола). <о 65) 
\ _ 


Точка О, также является своего рода вершиной, 
Ша. Для параболы выводъ соотвфтетвующго уравнен!я н$- 


сколько иной. Пусть а и В будутъ координат точки К (фиг. 67), 
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отнесенныя къ вершин, а ф — уголъ направлен!я касательной. Урав- 
нене, отнесенное къ вершинЪ, имфетъ вилъ 


Формулы преобразован!я таковы: 
= =а--х- исо$ф 
= узшф; 
посл$ подстановки, получимъ: 


(ВН изшф)? — 2р (а х - усоз ф) = 0, 


2 зф--и (Р5шф — рсозф) — 2рх- 2? 
— 2ра = 0. 


Коэффищентъ при и равенъ 0, такъ 


ИЛИ 


какъ © ф = | (стр. 211); но и постоянный 


членъ также равенъ 0, ибо точка К (а, ) 
лежить на параболЪ. Итакъ, если поло- 


жить еще р —=р’, то уравнене полу- 
$51“ф 
ЧИТЪ ВИДЪ 
Фиг. 67. 1? — 2х — 0. 6с) 


У. Полярное уравнен!1е коническаго сЪчен{я 
отнесенное къ фокусу, какъ къ полюсу. 

Въ случаБ эллипса всего лучше исходить изъ формулы 15) 
$ 13-го (стр. 172): 


2 


е 
г=а——х=а—&. 
[0 


Здфсь г есть фокальный радусъ-векторъ, абсциссу же х 
нужно еще выразить черезъ г и ф. Такъ какъ х есть абсцисеа, 
отнесенная къ центру, какъ къ началу, то 


о 
7 о = 
АЯ 
х=е-!со$ф. © 
. (2 
Подставивъ это выражене, получимъ: ке 
р. ох 
Пабы. (с + исозф) =а  =исоз ф 28 соз ф 
Е —- = — 8 —: 2 
а а ‘$ й 


С 
27. 
] - =с0$ф $» 


откуда —. 
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Совершенно такой же результать мы получаемъ для гипер- 
болы и параболы, поэтому всегда 


з то, если =< 1, 
ПИ парабола, если з = 1, 7) 
1 =с0$ф 
гипербола, если = > 1. 


Замфчан!е. Эта форма 7) уравневй коническихъ сЪченй 
находить себЪ примфнене, главнымъ образомъ, въ астроном!и. 
Именно, согласно первому закону Кеплера, солнце находится въ 
фокусЪ орбиты. 

\У. Уравнен!е гиперболы, отнесенное къ асимп- 
тотамъ, какъ къ осямъ координатъ. Формулы преобразо- 
ван!я здЪсь таковы (фиг. 68): 

Е = (хи) соя, ч=(— х у) па. 

Подставимъ эти выраженя въ уравнен!е гиперболы, отнесен- 

ное къ главнымъ осямъ 
(х-- и)? соя  (—х- у) за 
0 р? 


ИЛИ 


с05? @ $112 а 

2 бх 
х | 221 
( [= т у 
Для асимптотическаго угла & 


имфемъ (см. равенства 19) 
$ 13-го, стр. 174) 


Е и) 


г 


рэ 


з р а 
БИ — —, СЯ =. 
е е 


Поэтому уравнене прини- 
маеть слфБдующй чрезвы- 
чайно простой видъ 

2 


жу — В —=®. 8) 


Это равенство выражаетъ уже доказанное нами свойс@во ги- 
. “У. 
перболы: произведеше ху, слфдовательно, и площадь `паралле- 


лограмма МО.РО, (фиг. 63) есть постоянная Е © 
Задачи. 


1. Если всЪ$ нормали къ параболЪ, м. точки пересЪ- 
чен!я съ главной осью, продолжить въ оо у” этой точки на ихъ 


с, — 9 Еве» | По > 


290 $ 17. ИЗСЛЪДОВАНИЕ ОБЩАГО УРАВНЕНИЯ 2-ОЙ СТЕПЕНИ. 


собственную длину, то концы ихъ будутъ лежать на второй пара- 
бол, которая изъ первой получается путемъ перенесен!я ея на 
отр$зокъ 2р. Каждая хорда первой параболы, проведенная черезъ 
такой конецъ, изъ н$которой соотв5тствующей точки параболы 
видна подъ прямымъ угломъ. 

2. Точка пересфчен!я высотъ треугольника, стороны котораго 
(соотв$тственно продолженныя) касаются параболы, лежитъ на ди- 
ректрисЪ послЪдней (теорема Штейнера). 


И 
9. Данъ эллипсъ а» — 1 =0. Перенесемъ начало вдоль 


оси х-овъ на отрЪзокъ Ур и затфмъ повернемъ оси коорди- 
натъ на 459. Какой видъ приметъ тогда уравнене? 


о : 
ИзслЪдован!е общаго уравненя второй степени. 


Въ предшествующихъ параграфахъ было показано, что эллипсъ, 
гипербола и парабола — эти три столь важныя въ примфненяхъ кри- 
выя — имфютъ множество общихъ свойствъ, изъ которыхъ для по- 
слЪдующаго изложеня наиболфе существеннымъ представляется то, 
что ихъ уравнен!я имЪфютъ одну иту же— вторую сте- 
пень. Но въ этомъ отношен!и остается открытымъ одинъ суще- 
ственный вопросъ, именно: 

Эллипсъ, гипербола и парабола суть кривыя второго порядка. 
Но являются ли они единственными видами кривыхъ второго по- 
рядка? Или есть еще друме? 

При такой постановкЪ вопроса мы оставляемъ безъ вниман!я 
распадаюцияся и мнимыя кривыя второго порядка, ибо двЪ прямыя 
линНи не даютъ собственной кривой второго порядка, а мнимая 
кривая есть только другое выражен! е для уравненя, не отвёчаЮ- 


щаго никакой кривой. Игакъ, еще разъ: — 
Являются ли эллипсъ, гипербола и парабола. единствен- 
ными видами кривыхъ второго порядка? хх 


Наиболфе прямой путь для отвфта на этотьбвопрост, оче- 
видно, состоитъ въ томъ, чтобы взять общее \уравнене второй 
степени ($ 8): 09° 


р У 


а. В. ху--с. 1 а. х-- Ар -- Г=0, 
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относительно (шести) коэффищентовъ (а, РБ, с, 4, е, Г) котораго не 
сдфлано никакихъ предположенЙ, и „изслЪдовать“ его. 

Въ этомъ общемъ видЪ уравнен!е не будетъ ни отнесеннымъ къ 
центру уравненемъ эллипса или гиперболы, ни отнесеннымъ къвер- 
шинЪ уравненемъ параболы; въ самомъ дфлЪ, въ первомъ случаЪ 
должно было бы быть р=0, 4=0, е = 0, въ послфднемъ же а =0, 
р=0, е=0, Г=0, что, однако, не можетъ быть допущено, такъ 
какь относительно коэффищентовъ а, В, с, 4, е, и } нельзя д$- 
лать никакихъ частныхъ предположений. 

Тъмъ не менфе не лишено возможности, что и общее уравне- 
не выражаетъ коническое сЪчене, ибо одна и та же кривая имфетъ 
неограниченное множество уравненй, переходящихъ одно въ другое 
при преобразовани координатъ. Для того чтобы убЪдиться, что 
это дЪйствительно имфетъ м$сто, нужно поставить вопросъ такъ: 

Въ какихъ случаяхъ общее уравнене можно преобразовать 
такъ, чтобы оно послЪ этого преобразованйя сдфлалось уравненемъ 
коническаго сЪчен!я, отнесеннымъ къ центру или вершинЪ? 

Если поначалу, оставивъ въ сторонф параболу, имЪ$ть въ виду 
лишь уравнене, отнесенное къ центру, то этотъ вопросъ приво- 
дится къ основному вопросу относительно того, можно ли распо- 
рядиться такъ, чтобы въ новомъ уравнен!и равнялись нулю коэф- 
фищенты членовъ первой степени и коэффишентъь при произведе- 
Ни ху, коротко говоря, чтобы эти члены исчезли, какъ это имЪетъ 
мфсто въ уравненяхъ эллипса и гиперболы, отнесенныхъ къ глав- 
нымъ осямъ. Уже поверхностныя соображен!я говорятъ въ пользу 
возможности такого преобразован!1я. ДЪйствительно, нужно удовле- 
творить тремъ услов!ямъ, такъ какъ должны обратиться въ нуль 
три коэффишента. Съ другой стороны, общее преобразоване ко- 
ординатъ предоставляеть въ наше распоряженше три Вел 
именно, координаты новаго начала и уголъ, на в бы 
поворачиваемъ систему (предполагая, что р$чь идетъ о прямоу оль- 
ныхь системахъ координатъ). Такимъ образомъ, мы немедленно 
усматриваемъ, что задача сводится къ составлен!ю и ие трехъ 
уравненйй съ тремя неизв$стными. 

Прежде ч$мъ приступить къ а Анны обык- 
новенно изм$няютъ обозначен!е коэффищентовъ е, 6, с, 4, 
е, Г такъ, чтобы немедленно было видно” значене каждаго изъ 
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нихЪ, какъ коэффищента при х?, при ху, при 1? ит. д. Для этого 
коэффищенты отличаютъ не различными буквами а, В, с,..., но 
приписанными внизу указателями 1, 2, 3, при чемъ ука- 
затель | отв$чаетъ перемфнной х, указатель 2 — перем$нной 1, въ то 
время какъ указатель 3 показываетъ, что соотв$тствующий членъ не 
имфетъ наивысшей степени. Такимъ образомъ, слфдуетъ подставить 
@.1 ВМЪсто а, 4.5 вмЪфсто с, аз. вмЪсто ]. Затфмъ слфдовало бы за- 
мЪнить р черезъ 4,., @ черезъ а:., с черезъ а..; но цфлесообраз- 
нфе будетъ послфдне три коэффищента, т. е. коэффищенты съ 
двумя различными указателями, писать не въ видЪ 4:5, @:з, @5з, 
но въ видЪ 24,., 24:3, 24.3“), при чемъ разъ навсегда устана- 
вливаем у, ЧТО, @:. = @5., Я. = 9, @5 =. 

Итакъ, впредь данное уравнен!е будемъ писать въ такомъ видЪ: 


Е(ж, у) — а 12° 2а ху + ау’ | 2азх 1) 
++ 2азу - а.. = 0; 
не сл$дуетъ забывать, что 4. есть половина коэффищента при 
ху, а.— половина коэффищента при х, 4, — половина ко- 
эффищента при 1. 

Здфсь нужно ввести формулы преобразован!я, это неизбЪжно 
связано съ большой затратой труда на вычислене, которую можно, 
однако, значительно уменьшить, если разложить преобразова- 
не координатъ, именно (лучше всего) 1) на параллельное перене- 
сене и 2) на вращение. 


1. Параллельное перенесен1е (преобразован!е 
къ центру). 
Въ этомъ случаф формулы преобразованя имфютъ видъ (ср. 
фиг. 69): к 
© — ®, —- и © 
уч, В >> 
(координаты новаго начала, которое покуда произвольно? 3 ЗДЪСЬ 
обозначены черезъ а, 3 для того, чтобы имФть а глав- 
ныя полуоси по прежнему обозначать черезъ а, 6) Е бдставимь эти 


выражен!я въ уравнеше 1) М 
2. 

*) Именно, оказывается, что въ противном ‘случа множитель 2 
замЪтно мЪшаетъ въ вычисленяхъ. 
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Ех, + а, и ЕР, (, 91) 
= аи: (х, + <)? - 2а,, (х, + а) (у, + 3) а,» (у, + 8)* 
-- 2а1з (х, + а) + 2. (у, + В) аз. =0. 
ЗдЪсь нужно еще развернуть выражен!я 
(х, Ра =х,? + 20х, {+ 9* 
(+ а) @и Е В) = хи, -Е вх, - а, + 98 
(у: Е В) = 9? + 28, + Р?, 
умножить на 4,., 2412, 40 и Т. д., и затБмъ, сдфлавь приведене, 
расположить члены по степенямъ х, и и. Коэффищенты членовъ 
второй степени останутся, очевидно, тфми же, въ то время какъ 
остальные три коэффищента изм$нятся; эти изм$ненныя значения, 
въ отличЧе отъ старыхъ, мы отм$тимъ штрихами. Такимъ образомъ, 
новое уравнене будетъ имфть видъ 
Е, (х,, 91) ах? -- аж, - аа? 2а'1зх, + 24. +азз=0 
и мы немедленно найдемъ, что 
93 =,“ -- @2В - 443 
43 = 19 -- 453 + @5з 
Ч 3 = ана? -- 241203 - 43° -Е 2413а | 24,33 Е азз . 
= РН > =9, У= 
Наша главная Ццфль состоитъь въ томъ, чтобы обратить въ 
нули коэффищшенты членовъ, содержащихъ ху, х, 1; эти члены 
должны, если возможно, исчезнуть. Но относительно перваго коэф- 
фищшента этого еще нельзя достигнуть, такъ какъ онъ остается не- 
измфннымЪъ; наоборотъ, два другихь коэффишента зависятъ отъ 
си 68. Въ виду того, что яч и В могутъ быть взяты по произволу, 
мы дфлаемъ допущене, что 
@з=0, @3=0 
ИЛИ 
аа @›В | аз = 0 За) 
4.19 —- @,58 Е @5з = 0. < 
Мы имфемъ два уравнен!я первой степени относительно аи 


©) 
ея” _ 


изъ которыхъ немедленно вытекаетъ, что ле 
о 
вь ох 
_  @43' 922—453 - @1о © 

а «У 

11 ° 2029 12 \“уУ 3 
Я — -- Я 13 * 951 — 453 - 411 № ) 
в” Ч. Ч — @15° 555 

911 ° 922 и А 


АСУ 
чфмъ и опред ляется новое начало. У 


а рр ок ть 
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Эти значення 3) нужно теперь полставить въ выражене для 
'зз; КЪ счастью, съ помощью легкаго преобразованя эта работа 
можетъ быть очень упрощена. Именно, на основании формулъ 3) 
можно составить тождество 


, РЯ, 1 ие 1 # ры г Е. в 
Я 33 —— @ 13% — @ 532 = 931% -- @52 Е @зз, 


такимъ образомъ, такъ какъ здЪсь 4’. =’. = 0: 


@ зз = аля - 453 Е Чзз. 4) 
Сравнимъ это выражене и выражене 3) для а’... Тамъ под- 
становка значенй 36) „почти“ невозможна, такъ какъ она приво- 
дитъ къ чрезвычайно длиннымъ формуламъ, здЪсь же она легко вы- 
полняется и— посл приведеня членовъ къ одному знаменателю и 

раскрыт!я скобокъ въ числителЪ — даетъь окончательную формулу 
= 1 - Чо. @зз — Чл: 43° — Ч, - @з1' — 3 ао’ Е 24.3: @з1- Ч» 

| ль бб. 4а) 

новое уравнен!е принимаетъ теперь видъ: 


К, (жи) =анж,? | 2ажиу, Е ау," + аз = 0. 1) 

Оно „освобождено“ отъ членовъ первой степени. Съ парал- 
лельнымъ перенесенемъ мы покончили; присовокупимъ, однако, еще 
нъкоторыя замфчан!я. Выраженя для 9, Зи %.. имБютъ одинъ и 
тотъ же знаменатель, именно | 


411. 455 — @1о”, 
который представляетъ собою не что иное, какъ „дискриминантъ“ 
членовъ второй степени 
а. ХЕ 24а ,ху + 451. 
Онъ, какъ мы постоянно будемъ убЪждаться, играетъ рЪшаю- 
щую роль. Отмфтимъ его поэтому особымъ символомъ, именно, 


положимъ: —. 
У 
а., а У 
А=а.. а. —@ = ПИ’ В о. 
11° (425 12 а, а» © ) 


© 
Но и числитель выражен!я для 4’.. также имфетъ весьмаСсуществен- 
ное значене, такъ что желательно и его обозначить-Вовой буквой: 
р ее т - (5. о (53 а 1 : 3" Я (0 ы 661" —4 о 1" 
{© 
- 2453 - @31 : @2, < 


(или въ формЪ опредЪлителя) о 
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Чл 15, 13 
ТП = | @1, @, @зз - ба) 
| @з1, (зо, @зз 
) есть дискриминантъ самой формы ГР (х, и); его мы коротко 
будемъ называть „большимъ“ дискриминантомъ, въ отличе отъ А, 
„малаго“ дискриминанта или дискриминанта членовъ второй степени. 
Вводя обозначен!я Г) и А, получимъ въ окончательномъ вид$: 


|, 
Г 33 — и. 4а) 


Остается еще отвфтить на вопросъ, какая точка собственно 
опред$ляется формулами 35). Для этого мы примемъ въ соображе- 
не, что въ уравнении 1’) исчезли члены первой степени. Отсюда 
немедленно вытекаетъ, что оно остается неизм$ннымъ, если, вмЪсто 
Хх и И, подставить (—х,) и (—и,). Поэтому, если двЪ точки 
Р(х, и.) и Р, (—х,, —и.) симметричны относительно новаго на- 
чала и одна изъ нихъ находится на кривой, то и другая также. 
СлЪдовательно, новое начало есть центръ кривой. 
Мы, коротко говоря, нашли центръ и преобразовали уравнене къ 
центру. 

2. Вращен!е. (Преобразован1е къ главнымъ 
ОСЯМЪ). 

Параллельное перенесене выполнено. Мы, такимъ образомъ, 
должны им$ть теперь дфло съ преобразованнымъ уравненемъ 


Ру (жи, у) = аах,? + Зах у, + ау? аз = 0, 1) 
которое заняло м$сто исходнаго уравненя. 
Теперь остается лишь повернуть систему координатъ вокругъ 
центра, т. е. написать формулы (см. 5 4) 
х, = с05ф — узШф 


= . м 
1 = 5 3ЗШф - 1с0$ф «У 
и внести эти значеня въ уравнене 1’). ИмЪемъ: ‚ ©5°” 
до 
Е. 2 : - : : — 
4111? = 4,1 С032ф . 2 — 24, созфэшф - 21-4. 3? ф. 1? _е? 


| 
2а1.х, и, = За1о созф зшф . 2 -- 241. (с05?ф — зи? ф). У 
— 24,2 Зтф с0$ф . 12 ‚< 
45211? = ао Зт?ф. 52 -- 24.) зтф с0$ф - 81 - а.о сор. 
Поэтому новое уравнен!е получитъ видъ: __ з 


” 1 ть р м 
25-Е 2а от-На оо? - @'зз у 1) 


) 


15 
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при чемъ для сокращен!я мы положили: 
а'11 = 4,. С05?ф -- 2413 с05 фзшф - а., $2, 
@' 15 = — (а1, — а) т ф с0$ф - а1, (с03*ф — 51°), 
Ч'оо = а 11 $1 ф — За. зЗтф с0$ф -{ 4,5 с05?ф. 
Эти формулы для @'\1, 4'1›, 4’. значительно упростятся при 
введении двойного угла съ помощью общеизвЪстныхъ равенствъ 


1 с0$ 2 
с0$*ф = о р 
р 1 — с0$ 2ф 
Рю 
$ 2 
$ш2ф 
С05 ф УП  — Е 


Тогда будемъ имЪть 


а, а. В — 9. 
В и -- ао зш 2 
и 
1 11 22 Я 
@ 1 = а $п 2ф - а, с0$ 24 7) 
а, а. 4.. —&.. 
Г “и 25 11 22 : 
Пе - с0$ Эф —- ао зт2ф. 


Прежде всего сдфлаемъ два замЪфчан1я. 1) Складывая первое 
и третье равенства, немедленно выводимъ: 
“и На» =ан ао, 
т. е. сумма коэффищентовъ квадратныхъ членовъ остается неизмЪн- 
ной, какъ бы ни поворачивать систему координатъ; сумма здЪсь 
является инвар1антомъ. Обозначимъ ее черезъ 5, такъ что 


5= аи, - 4. 8) 
| 2) Но и А есть инвар!антъ, ибо послЪ легкихъ преобразованйй 
получаемъ, что «у 
4 114' 53 — @ 12° =@и@» — 1’ =А. о © 
Теперь, имя въ виду нашу цЪль, которая состоить ь вон ничтоже- 
ни члена, содержащаго произведене ху, мы немедленно полагаемъ: 


‘4. =0, т. е., согласно второму изъ равенетвь 7), 
11 


зн + 1,08 2 `, 
< 


такъ что 5 
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и — 9) 
1, — @55 

Тангенсъ есть тригонометрическая функшя, которая можетъ 
принимать вс значен!я оть — © до -+ о. Поэтому изъ приве- 
деннаго уравненя всегда можетъ быть опред$ленъ уголъ ф; сл$- 
дуетъ, однако, замфтить, что собственно могутъ быть выбраны че- 
тыре различныхъ направлен1я. ДЪйствительно, тангенсъ остается не- 
измфннымъ, если уголъ (здЪсь 2ф) увеличить на 180°, т. е. ф уве- 
личить на 909. Если поэтому ф есть ОДИНЪ изъ угловъ, удовлетво- 
ряющихъ уравненю 9), то углы ф - 90°, ф -+ 1805. ф + 270° так- 
же ему удовлетворяютъ. Другими словами: Уравнен!е 9) оп ре- 
дЪфляетъ новый координатный крестъ, но оставляетъ 
совершенно неопред $ леннымъ, въ какомъ изъ четы- 
рехъ направлен!1й этого креста лежитъ новое на- 
чальное направленте. 

Для того, чтобы устранить сомнфне, мы допустимъ, что 2ф 
есть вогнутый уголъ, такъ что ф—острый уголъ, 
оставляя за собой право позже, если понадобится, произвести еще 
поворотъ въ 90°. 

Уравнене 9) опредфляетъь © 2ф. Въ формулы же 7) входятъ 
$шт 2ф и с0$ 2ф. Поэтому съ помощью формулъ 


| ох 1 
5 =) а 
Ут юх У 1-х 
перейдемъ къ синусу и косинусу. Мы получимъ: 
И, , Ро 
0526 =-—\ № за9р =. 
р Р 


гдф р есть новое сокращенное обозначене (четвертое по счету; 
мы имфли уже обозначенйя А, Г), 5), именно: 


= 2 2. 

Р'— И, — а» - 4а,2?; 10) < 
зам$тимъ при этомъ, во-первыхъ, что р можетъ быть выражено’ че’ 
резъ 5 и А, такъ какъ равенство 10) послЪ простого преобра азов 
даетъ х о 


= ВИ (а, ый (аа — 412 ТРЕ = т 10а) 
и во-вторыхъ, что знакъ р долженъ совпасть со а ь @ь, ИО, 
въ силу установленнаго соглашеня, зт Эф можеть хобыть только по- 
ложительнымъ числомъ. 


# 


228 $ 17. изсСлЛЬдовАане овЩАГО УРАВНЕНМЯ 2-ОЙ СТЕПЕНИ. 


Наконецъ, теперь соотношене 7) переходить въ слфдующее: 


а Е а — Ч а. — а.о. 2а 
| т В. 22. Е 6148 12 
а = ты. НИЛ 
р : 
р 0* 
ик РЯ -- 44,›° т Га, В. 
2 20 2 25’ 
или чрезвычайно простое соотношене — 
$ р 
“1 =——_, И аналогично этому 
2 
: 11) 
И ро # — 0 
29 2 


(Справедливость этихъ двухъ формулъ, между прочимъ, выте- 
каетъ и изъ того, что 5 и А суть инваранты. ДЪйствительно, 
ана» = 
и, такъ какъ здЪсь 41а == 0, 
Ч 1-42 =А, 
т.е а. и 4',, должны быть корнями квадратнаго уравнен!я 
^--А=0, 
рЪшене котораго приводитъ къ указаннымъ выше значенямъ для 
Чи @. 
Если желательно получить $шф и с0$ф, то образуютъ вы- 
ражен!я 


мо ее уз [1 [но =). 
о / + - У: + 14+ — бы вы) 


(СлЪдуетъ брать знакъ +, такъ какъ ф долженъ быть ост- 
рымъ угломъ.) 


< 
Поставленная вначалЪ цфль нами достигнута. Дъйсрщительно, 
теперь новое уравнене имфетъ видъ А 
р ! о [1 
<’ 115? - @ 2 @ зз = 0, < 1) 
о 


и 


образован! я. Прежде всего, им$я въ виду форм веденнаго въ 5 13 
уравненя, отнесеннаго къ центру, раздфлимъ уравнене 1”) на 
(—а4’.з). Мы получимъ: $ 


такъ что остается еще сдфлать лишь ры `Элементарныя пре- 
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АИ 
р. РР» 
ГДЪ 
_ _ @ — _ Ч 
и аа Рз — Чо. 


ЗдЪсь нужно различать четыре случая: 


229 


1”) 


1) р ирь оба суть положительныя числа; тогда, если р, > рь, 


то положимъ: 
И эм 
ри = а*, р» =, а=Ур, В=Урь. 
если же р, <р., то положимъ: 
р =, реа РЕМ д». 


Уравнене при этомъ принимаетъ видъ: 


а 
Га 


Такимъ образомъ, мы получили отнесенное къ центру уравне- 
не (вещественнаго) эллипса; только въ томъ случаЪ, когла р, < р., 


т 


ось является малой осью эллипса и система координатъ должна 
быть повернута на 90°, если хотимъ, чтобы ось ЕЁ и въ этомъ 


случа совпадала съ большой осью. 
2) р, —положительное, а р.,— отрицательное число. 
Полагаемъ 


ра = а*, р» = — 22, =: 6=У-- р, 


>. 3 
у, 
и 
г е 
9 
т. е. представляетъ собой центральное уравнене гиперболы. р 65°” 
5 
3) р, — отрицательное, а р, — положительное число. 50 
Полагаемъ 6х 
Кох 
г. К т аи. РТ. АУ 
р =— №, =, б=У— р, а=Ур.. о 
" _— 
Уравнене приводится къ виду У 
| 9 о 
Ро т 
ви 1-6 5 
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—ы———=—==——— ААА 
к 


т. е. также представляеть собою отнесенное къ центру уравнене 
гиперболы; но здЪфсь, если желаемъ сдфлать ось Е вещественной 
осью, нужно еще прибЪгнуть къ вращеню на 90°. 

4) р, и р. оба отрицательныя числа. 

Полагаемъ 


ра = — а, „=— №, а=У— р, Б=У — р, 


и приводимъ уравнене къ виду: 


[29-. 2 
= Г — 
о 


Оно не выполняется ни для одной пары вещественныхъ зна- 
ченй &, у и выражаетъ „мнимый“ эллипсъ. 

Если сопоставить случаи 1) и 4), а также 2) и 3), то можно 
выразиться и такъ: если числа р, и р. имфютъ одинаковые знаки, то 
уравнен!е выражаетъ эллипсъ, если же различные, —то гиперболу. 
Другими словами, если произведене р, .р. есть положительное чи- 


сло, то уравнене выражаетъ эллипсъ, если же отрицательное, то 
гиперболу. Но 


7 
в. @ 33 ® Ч 3 
О а } Ва =— 25 , 
11 22 
поэтому 
1 р | У 
ры: и - 
о = = . 
1 1; -@ 05 А 


Такь какъ числитель есть положительное число, то произве- 
дене р,.р. имБетъ тотъ же знакъ, что и А; сл$довательно, окон- 
чательно: 

Предложенная кривая есть (вещественный или 
мнимый) эллипсъ или гипербола въ зависимости отъ 
того, будетъ ли А =0. 

Такимъ образомъ, знакомъ числа А опредфляется типъ „Кони- 
ческаго сЪченя. Если А есть положительное число, то легв также 
опредфлить, когда эллипсъ будетъ вещественнымъ и ког ЮМНИМЫМЪ. 

Число А = 4, -4.. —4,5° можетъ быть положитель ымъ только 
въ томъ случаЪ, если 4.1 и 4., имЪютъ одинъ о (Фотъ же знакъ. 


Этотъ же знакъ имЪютьъ и числа 4'1|, @.2 И 5, к какъ Я 4’. 


=, -|- @ =$5. <’ 
11 22 
3х 


Такъ какъ, далфе, 4’... = при зположительномъ А иметь 
} 33 


в 


= |5 
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р 1 


_ @зз- а 
тотъ же знакъ, что и О, и р, = —-,3, р. = —-— 3, то (при А > 0): 


у 
22 


эллипсъ будетъ вещественнымъ, если Л) и у имЪфють про- 
тивоположные, знаки, 

эллипсъ будетъ мнимымъ, если О и 5 имфютъ одинако- 
вые знаки. 

Между прочимъ, если 41, и а., имЪфютъ противоположные 
знаки, то А, очевидно, есть отрицательное число и предложенная 
кривая представляеть собою гиперболу. Само собою разумЪется, 
этого предложен!я нельзя обратить, такъ какъ А можетъ быть отри- 
пательнымъ числомъ, даже если 4.1 и а. имфютъь одинаковые знаки. 


Окончательная сводка главныхъ формулъ. 
Если дано уравнен!е 


2 =. Рег 
И ах” | 2аьху | а..у’ + Зах - 2а,зу | азз = 0, 
то строятъ по его коэффишентамъ слфдуюше четыре инвар!анта *): 


[1 Ч, | 
а _ м Я а 
1) А =4,,-4,. — 4, = Ч 
21° 23 | 
ыы ры 2__ 2__ 2 
2) ВР=а., - 4% - аз; — @11 - 453 Чо - @з1 Язз - 412 


- 2423 - аз - ао 
41, @а, @за | 
@15, Ч22, @зо 
| 4;з› @5з» @зз 
3) 5 =а.1 | 422 


4) о =- У (а, — а.) + 4а,,? (о имЪетъ знакъ 415) 
ее У? А. 
Критер!и: к 
к 
Г А > 0: эллипсъ. сх 
1а) Ли имБють различные знаки: о 
вещественный эллипсъ. с 
5) Диз имють одинаковые знаки: а 
МНИМЫЙ ЭЛЛИПСЪ. << 
\У 
п) А < 0: гипербола. В 


© 
А 
ЕН ИИИНИИ о 
* Е ме у 
ля прямоугольныхъ координатъ, разу сх 5 
СУ 


2 
г 
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Координаты & и 5 центра вычисляются изъ уравненй 


0 ие 
14 -- ав -- аз = 0, 
посл чего опредфляется а’.. по формулЪ 


7 г 
@ зз = @з1 9 - 9322 -- 433, 


р 


р 
[6 А 
33 А 


ИЛИ 


(Въ этомъ случа для контроля слфдуетъ вычислить 4’3з 
обоими способами). 
Уголъ ф (острый) вычисляется изъ уравненйя 


2: а — 
| Эр — =, 60590 = = 
р 


кор +. ное | 


ПослЪ перенесен!я начала и поворота осей получаемъ уравнен!е: 
’ Е2 гой 7 ра 
Я 113” - 4 21? а зз =0, 


ГД 
мк 
бе = ре о и 3 В, р 
окончательное уравнент!е имЪетъ вилъ: 
22 2 
В.“ АЙ 
ея м Ч зз\ 
1 
` @а а 
Задачи. 


1. Кривая второго порядка касается оси х-овъ въ точкь 
А (- 4, 0), а оси и-овъ въ точк В (0, +3) и проходитъ, ‚черезъ 
точку С(+1, +1). Найти ея уравнене? Преобразовний ‘его къ 
центру и къ главнымъ осямъ. 557 

2. Равносторонняя гипербола касается оси х-бвь ВЪ ТОЧКЪ 
4 (+4, 0) и проходить черезъ точки В (0, +\8); С (+8, + 2). 
Найти ея уравнеше. Преобразовать его къ ибн у и кь главнымъ 
оСямЪ. УХ 


де 
р 
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$ 18. 


Частные и пред$льные случаи; примБ$ры изслБдованйя об- 
щаго уравненя второй степени. 


Упомянутые въ заглав!и случаи получаются, если изъ четы- 
рехъ найденныхъ въ предшествующемъ параграфЪ инвар1антовъ 


а 


одинъ или нфсколько обращаются въ нуль. Каждый разъ при этомъ 
имфетъ мфсто какая либо особенность, какъ будетъ показано ниже. 


1) #=0 


или 4, -|-а.. =0, или а. =— аа, т. е. коэффишенты при х” и 
при 1” равны по абсолютной величин, но имфютъ обратные знаки. 
Такъ какъ 5 есть инвар!антъ, то коэффищенты а’. и 4'’.› должны 
быть равны по абсолютной величинф, но должны имфть обратные 
знаки, что лишНЙ разъ съ ясностью показываютъ формулы 11) 
$ 17-го (стр. 228). Такимъ образомъ, окончательное уравнен!е по- 
лучаетъ видъ 


Слфдовательно, кривая есть равносторонняя гипер- 
бола. И наоборотъ, если кривая представляетъь собою равносто- 
роннюю гиперболу, то 5=0 или 4, = — аз. 


Ш р=0 


или р*=0О или (а, — а.) - 44.5? =0. Для вещественныхъ коэф- 
фищентовъ это равенство распадается на два, именно: 


ху 


а, — а. =0, а,. =0. < 


|) 


Это какъ разъ суть указанные еще въ 5 12 (стр. 151) приз- 
наки уравнен!я круга и, дЪйствительно, формула 9) 5 17-го (стр: 227) 
даетъ для © 2ф неопредЪленное выражен!е 0:0, между тмьукакъ ИЗЪ 
равенствъ 7) 5 17-го (стр. 226) вытекаетъ. что для\каждаго зна- 


ченя ф < ° 
к 
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Итакъ, кривая оказывается кругомъ. И наоборотъ, 
если кривая есть кругъ, то 4,1 =@.. и а. =0, такъ что и ро =0. 
Ш) А=0 

кли! 0.0, —@.. >. 
Согласно равенствамъ 36) и 4а) $ 17-го (стр. 228 и 224) 
вообще а, 3 и также 4’.. равны безконечности. Центръ лежитъ 
безконечно далеко, такъ что не можетъ существовать уравнене, 
отнесенное къ центру; такимъ образомъ, можно ждать, что кривая 
окажется параболой. 
А есть дискриминантъ квадратнаго выражен!я 


р и 
а, - 2 -- Я 


которое всегда можетъ быть преобразовано такъ: 


р А 
а хе 12] \ ‹ 1/2 . 
ы |( | Ч 7”) ы а, 127 


Слфдовательно, три первыхъ члена теперь могутъ быть 
представлены въ вид Ъ квадрата: 


7 2 
т [х а 
41: / 
и данное уравнене можетъ быть написано въ такой формЪ 
би (НН аИУ) + 2а,зх + Зазиу - аз. = 0. 1) 


Такъ какъ на этотъ разъ члены первой степени не могутъ 
быть уничтожены съ помощью параллельнаго перенесен!я, то попы- 
таемся прибфгнуть сначала къ вращеню 

Х = Хх, 605ф — И, 53Шф, 
у =х, зтф -{ #, с0$ф. 

Подставивъ эти выражен!я, получимъ 5 

<; 


ин | (сов Чыпя } Ни ( — эт + 17054 
911 а 

- 2 (4,3 созф + 4,3 эт) х, + 2(— а, 3 Заф -{ 4.3 с0$ 9) 

Для того чтобы возможно ближе подойти юь уравнен!ю 

— 2ру=0"), отнесенному къ вершин$, подожимъ въ членЪ 


второго изм5реня коэффишентъ при у, равным, такъ что 


”) Если главной осью сдЪлана ось у- ов До" сихъ поръ ею была 
ось х-овъ. Смотри уравнене 24) на стр. 179. 
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— зшф Ц 9 2 с05ф = 0, 
Ч 11 
а бе 
и 12 = 8) 
4: 94. 
Это равенство даетъ два значеня для ф, отв$чаюция проти- 
воположнымъ направлен!ямъ. Мы покуда предположимъ, что ф есть 
вогнутый уголъ, такъ что зтф-- положительное число. Если 


для сокращен!я положить 


то 


такъ какъ зтф должно быть положительнымъ числомъ, то © 
имфетъ тотъ же знакъ, что и а;о. 
Подставивъ, получимъ: 


1 
с0$ф ИС  зтф = — 
г. 2 


о’ 
= 
Ч 11 11 
Поэтому членъ второй степени приметъ видъ 
12 2 2 
а. а 
в оо 12 уз — 
О и ие М 4.) =%1*-5 
11 11 
(такъ какъ здфсь 4,2? = а:1 452) 
и новое уравнене представится въ такой формЪ: 
59 ! } 1 
5х1" 2а 1зх, + 24 „зу, -- азз = 0, 1} 
гДЪ 
@1з@ 11 -- 45з@12 
7 


— а,.@.. Раза 
1 = : =их 13—12 23—11 
Ч 3 = — @13 ЗП ф -- 453 те у 
` 9” 
*) Эта формула даетъ © 
412 с 
а 2420 _ ТАЙ 2а.. 2 
Ш в — аз @:—а 9 
8 и 1 —__ а @ 11 м 


т. е. въ точности то же равенство, что и раньше. жоя лучше всего 
сначала взять уголъ © именно потому, что въ этоь случа [0Ф СТОЛЬ 
просто можетъ быть выраженъ. > 


в. 
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Если опредфлить у, изъ уравненйя 1”), то получится уравне- 

не вида 

= А + 2Бхж, | Сх-", 1”) 
такъ что координата у, равна н$фкоторой цфлой функши второй 
степени отъ х.. 

Теперь, для того чтобы получить уравнене, отнесенное къ 
вершин, нужно еще въ правой части уничтожить постоянный 
членъ 4 и коэффищентъ члена первой степени. ПрибЪгнемъ къ па- 
раллельному перенесеню и положимъ 


х=Е-Я, 
: В; й 
11 ай йе в, 
такъ что уравнене 1’) преобразуется въ слБдующее: 


м3 = А 2В (Е 9) + СЕ 9), 


или 
и — [ —В-— А 2Ва -- Со] + 98 (В Са ОР. 
При этомъ нужно положить: 
В+ Са=0 

—3- А+ 2Ва + Сэ? = 
откуда 

ИЕ ол 8 _ 46-8 

ем. С С 


хи В суть координаты вершины параболы (въ системЪ 
Хх, И,); въ самомъ дБлЪ, теперь уравнен!е окончательно приводится 
къ виду: 
= (1-89. ть 
Оно совпадаетъ съ уравнен!емъ параболы, отнесен- 


1 
нымъ къ вершин $, если положить С = - —=. 


2р' такьъ что р = 


(Если С есть отрицательное число, то нужно положить р-не у. 


т. е. сдфлать еще поворотъ на 1805.) 567 


Такимъ образомъ, данный въ предшествующем” Нараграфь 
критер!й можетъ быть дополненъ: <> 


эллипсъ, № 


А—=%9 парабола, 520% 
А 
гипербола&,” 
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ПримЪчангя. 1. Уравнене 


у=а-рх - сл, 
какъ выше доказано, представляетъ параболу. Въ виду простоты 
этого уравненя имъ часто пользуются для интерполированя между 
тремя данными точками, при чемъ коэффишенты а, 6, с опредля- 
ются такъ, чтобы парабола проходила черезъ упомянутыя точки. 
Если же дано больше точекъ, то этой формы недостаточно, и тогда 
полагаютъ 
у=а-ёх + см... Их". 

ОпредЪфляемая этимъ уравненемъ кривая называется параболой я-го 
порядка. 2. Приведенный выше критер показываетъ, что типъ 
кривой зависитъ исключительно отъ коэффишентовъ членовъ вто- 
рой степени. Это связано съ тфмъ обстоятельствомъ, что все раз- 
личЧ1е между тремя типами коническихь сЪченй лежитъ въ 
ихъ отношении къ безконечно удаленной прямой. Эллипсъ имфетъ 
съ нею дв мнимыя обийя точки (для круга это будутъ двЪ 
безконечно удаленныя мнимыя циклическя точки), гипербола двЪ 
вещественныя точки, а для параболы эти точки совпадаютъ. На- 
правлен!я, въ которыхъ кривая 7-го порядка простирается въ безко- 
нечность, опредфляются, если въ уравнени ограничиться членами 


1 
высшей степени и затфмъ положить Ле ) = тх. Поэтому угло- 
у 


> 


вые коэффишенты асимптотъ кривой второго порядка опредЪфляются 
уравненемъ 

а -- За - @зт? = 0, 
которое имфетъ вещественные, комплексные или совпадающие корни 
въ зависимости отъ того, будетъ ли АХ 0, АО или А =0. Такъ 
какъ теперь оси дЪлятъ пополамъ углы между асимптотами и, 


а 
сверхь того, отношене длинъ осей —- также зависитъ только ору 


р с 
59 
асимптотическаго угла, то ясно (это, между прочимъ, подтверждаютъ 
и формулы предшествующаго параграфа), что: к 


Направленя и отношене длинъ осей кривой второ ого порядка 
зависятъ только оть 4,1, 1, 452, Т.е. ОТЪ коэф енто чле- 
новъ второй степени. 09° 
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№ Р=9. 
ПослЪ параллельнаго перенесеня въ $5 17 (см. равенство 4а) 
$ 17-го, стр. 225) коэффищентъ а’.. также обращается въ 0, такъ 
что уравнене 1") $5 17-го (стр. 225) принимаетъ видъ: 


ах,” + дах, + 4511° = 0, 
т.е., кромЪ членовъ первой степени, исчезаетъ и по- 
стоянный членъ. Въ этомъ случаф нфтъ уже надобности при- 
бЪгать къ вращеню осей, такъ какъ лЪвая часть есть произведен!е 
ие 
ты Ё ше Е: и, В Е пы сы | 

11 11 
и уравнен!е представляетъ дв прямыя. Поэтому: 

Равенство /)=0 представляетъ собой услов{е 
распаден!я кривой второго порядка на дв$ прямыя. 
Если А есть отрицательное число, то эти прямыя являются веще- 
ственными, если же положительное, то мнимыми (съ вещественной 
точкой пересЪчен!я; эллипсъ, сливиийся въ одну точку). 


такъ что 
4:14, — 1 =0 и 
4; 2» @зз — @11 93° — Ч.» @з1* — азз а1о* - 24. аз, а» = 0. 
Въ силу перваго равенства, во второмъ равенствЪ взаимно 
уничтожатся первый и четвертый члены. Если затфмъ умножить его 
на 4,, и еще разъ подставить 4,5? вмЪсто 4.,.а,., то получимъ: 


о р о о Е 
— 411 -@53" — @,5*. @41" -- 2453. @: -@р.@ а = 0, 


т, е 
(411. @.3 — @»-@з1)* = 0, 
№ы и. - Я ю Я =) АУ 
к ее м М. ^` 
Точно такъ же выведемъ, что р 
4.1 -аз -—-@0-@1 =0. © 


5 “У 


Формулы ЗЬ) $ 17-го (стр. 223) для координать центра я ив. 
даютъ въ этомъ случаф неопредЪленныя выражен да 0:0 и оба 


соотвфтствующихъ уравненя о 
ана 5.0, \ 0 
11 12 Ва 13 о. 


> 
аа ав -Е аа; = 05У 
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если & и 3 разсматривать, какъ координаты точки, представляютъ 

одну и ту же прямую. Предложенная кривая им$етъ не 

только одинъ центръ, но цфлую центральную лин!ю'! 
Какъ это возможно? ИмЪемъ 


бб 
91» 45 —@з 
Если общее значене этихъ дробей положить равнымъ ^, то 


получимъ 
ВИ: 288 в ыыЯ >. 
931 — ^Азо, 451 => ть 9 Ч == ^^. = А Я оо. 


Подставивъ это въ общее уравнене, мы придадимъ ему вилъ: 
Аа? Е 2^аоху — МЫ -- 2^азх + 24531 -|- 433 = 0, 


‚ИЛИ 
а»(у- их)? - а (у Ах) + аз: = 0, 
т; {© 
Яь* -- 24035 -- @.3 = 0, 
ГДЪ 
1] -- ЖХ = Хх. 
Если <, и $. суть корни этого квадратнаго уравнен!я, то либо 
у-- АХ = а, 
либо 
11 —- ^х — 42 ® 


Это двЪ$ параллельныя прямыя (вещественныя или 
мнимыя), которыя въ дЪйствительности имютъ цфлую „центральную 
прямую“. Впрочемъ, здфсь можно было предвидфть распадене на 
двЪ параллельныя прямыя, ибо равенство Г) = 0 есть общее услов!е 
распаден!я, а равенство -А = 0 характерно для параболы. Но пара- 
бола, если распадается, можетъ распасться только на параллельныя 
‘прямыя. 

Наконецъ, если корни квадратнаго уравнен!я 


чая® -- я ра. =0 < 
равны между собой, то обЪф параллельныя прямыя совпадают Се 
ихъ центральной лишей. ЛЪвая часть даннаго уравнен!я есть Чблный 


квадратъ вида Г. у 
ах ри с)? __ 
а ВВ $ 
и выражаеть оно дважды прямую линю А 
ах + у с=0. 3. 


Это — „двойная прямая“. —_ 
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Величины /[) и А, очевидно, обращаются въ нуль, если 
411 =. = 4.5. =0, т. е. если степень уравнен!я со второй понижа- 
ется до первой. Уравнене тогда будетъ имфть видъ 


2азх — 24,3у {+ аз =0, 
такъ что выражаетъь прямую линю. А вторая? Тогда пишутъ такъ 


(2а1зх -Е 2а.зи -- азз) (0х0 +1) =0 
и второй множитель опредфляетъ „безконечно удаленную“ прямую, 
которая имфетъ неопредфленное направлен!е, слЪдовательно, можетъ 
считаться параллельной каждой прямой. 
(Наконецъ, если а; = 41. = 455 =4.3 = 4.3 = 0, то и вторая 
прямая становится безконечно удаленной, кривая есть безконечно 
удаленная прямая, разсматриваемая, какъ двойная прямая.) 


Этимъ вполнф исчерпывается изслЪдоване уравненя второй 
степени. Осв5щены всф углы и закоулки, нфтъ никакого „если“, 
никакого „но“. Эллипсъ (вещественный или мнимый), гипер- 
бола, парабола и двЪ прямыя (вещественныя, мнимыя или` 
безконечно удаленныя)—-другихъ кривыхъ второго по- 
рядка не существуетъ. 


Числовые примБры. 


Въ $ 8 (стр. 113) было выведено уравнене кривой второго 
порядка, которая проходитъ черезъ пять точекъ (см. фиг. 46) 


Ве В -5,0); 2, (0,3), 20 Зо 
Оно имфетъ видъ 
6х? -- 4ху | 5" — 24х — бу — 30 =0, 
такъ что а. = 6, а, = + 2(не= + 4!), а„=-5, 


5 у 
4.3 = — 12 (не = — 24), аз = — 5 (не = — 5), аз = — 305.57 
У 
Им$емъ: с? 


А = 4,455 — о? = ты 26; слъдовательно, кривая есть’ дис! 
ЗИ —900 —^— 720+ 120 -- 120 = 8. 


О < 0, 5>> 0, такъ что эллипсъ будетъ, я ественнымъ. 


5= 11, о=-+У1+ 16 = + У 17 (знакъ -- ге какъ а,. > 0). 
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Центръ ба -- 23 — 12 == 0 
2-58 5=0 
55 , У 
@— 56 = 2,11... ОО 
660 45 2835 
@ 33 =@1 а -- аз» В аз = — 26 -- 59 т 
О 2835 
(совпадаеть съ ав=д = с) 
аа 
2р=——" _=--4 (ф— острый уголъ), 


@ 11 — @35 
22 — 757 67,8’; -ф= 310 5809. 
Окончательное уравнен:е: 


из 11-900 2885 


р ^ а 
ИЛИ 
- у 1=0 
_ 2885 г р ОАЫ 
ЗО И 1) 26 (11— И) 
Полуоси: | 
19ы 2835 _ _ У2835 (11 -- УТ?) _ 
ЕЕ а= } Е — 9,9818... 
26 (11+ У17) _ 52 
(лежитъ на оси т), 
283% — 2835 (1 У!) 
о, ВА д. 
26 (11—Им. 02 
(лежитъ на оси 6). & 
С° 
2. примЪръ. # 
Дано уравнене (фиг. 69) © 


— 3х — 4хи-{ у? — 2х + бу—9=0. 


А = —3—4= —7 (знакъ —, слЪдовательно, „ >. 
Р=- 27 -{ 27 —1- 36 + 12 =-++ 101. 5% 


ВЕ У, — а. 4415? = — 472 (знакъ —у такъ какъ 4..< 0). 


16 
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Центръ: — За — 23 —1=0, 
— 2а- + В 3 =0, 
о 11 
— Е Пи в 
“ +», м 7 
о 33 101 
@ зв = @на -- ав -- ав = т — 9—9 = — 
Е 2 +101 
(совпадаеть СЪ аз =— = Бы 
\ 7 


Фиг. 69. о | 
ие «© 
2=—=+1, 2.=45%, ф=2210  ©У 
—4 ©, 
ме. 
1—2, мк <о2У2. 
Окончательное уравнен!е: 5\ 
те < 0 
(+2 в (1+2 = 
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ИЛИ 
2? 12 
вы 101 ы 101 ый 
. ви — 72У2— 
Полуоси: 
у И _ Уют @У2 +1) 
4— вещественная полуось= а 
Нота тр 7 


= 2,8091 (лежитъ на оси 7), 
| Е У101(2/2— 1) 
р = мнимая полуось = о — = 


727241), 7 
= 1,9413. 


Асимптотическй уголъ: 


р уз у ый 
| | == — == д р ) — 340 38.8". * 
5у Ц 2у2+1 У7 , ) 


3. примЪръ. 
9х? — 12хи | 49° — 10х — 18, — 20 =0; 
А =0, такъ что кривая есть парабола. 
9х2 — 12ху -|- 49? = (3х — у), 


р (ф — вогнутый уголъ). 
11 21 
ф = 180° — 33° 41,4' = 1460 18,6'. 
3 
т с0$ ф — — Утз 
Вращен!е: 
3 2 
Х=х:— —— —, 
а АЕ д 
2 3 У 
1 НИ, + — —— У 
об ДВ ВИ © 


*) Гипербола начерчена на фиг. 69 по вычисленнымъ выше Элемен- 
тамъ. Само черчене представляется хорошей провЪркой,— ‘вычислени. 
Отыщемъ, напр., точку пересЪченя съ (прежней) осью уЗовъ, полагая 
въ предложенномъ уравнен!и х = 0. Мы получимъ: «А 

у? -|- бу —9=0, я, = - 1,2426, у, = — 72426. 
(Хорошо согласуется съ Ле -очем 
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{ 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

] 

| 

] 

| 

| 

| 

к. 

|5: 

| 722 
чь) 


Фиг. 70 
Поэтому: 
3х — у = —х 113 
6 74 
— 10х — 18 = ——щех 
| : УЕ" ЗА 
и новое уравнене имЪетъ видъ: 
бх 74 
13х,? — а 
Е 2 
_ 20713 3 13713, 
А. ТЕ Е 
Параллельное перенесение 
гы ь + и. _ т 
у = -В ‚о 
даетъ: _ > 


9-3 3 137 13 
п ТЫ Зе 
26713, зах 


7". 


И 
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Поэтому 

3 26713 3 1006400 

37 74 зу 1 ЕЖА 
‚_20718,_ 9 13713 9 20913 
74 37.1313 74 132.13 74 

4. 9 У13. 3389 


3726718 74.169 — - 0,9714. 
Окончательное уравнен!е: 
_ 13.713 #2 

ТЫ 
Направлен!е главной оси совпадаетъь съ отрицательнымъ на“ 
правлен!емъ оси т}; при этомъ 

377 13 
Ра ме = 0,78937. 


4. примЪръ. 
бх? -- ху — 12/*|-х- 44у — 40 =0. 
№. 325 
А = — 72 — а № слфдовательно, гипербола. 


2 = - 2880 — 2904 3+ 10-11 =0. 
Гипербола выраждается въ двЪ вещественныя прямыя. 
Центръ (точка пересфченя этихъ прямыхъ): 


ба =0 Пить 


17 
(7 31 
— — == е ыы —— 
5 123 + 22 =0 | | 7 
а’зз = аа - а + а: =0 (В =0!). А} 
П а : ©” 
араллельное перенесене: у 
- 4 31 У 
НЫ" ео 
17 17 ^ 
. < 
и новое уравнене: о 
6х, ху, — 129,° =0, __ 


АСУ 
т № 
(2х, 31) - (3х, — 4.) =0, 9 


д 
т. е. двЪ вещественныя прямыя. \У 


` 
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Е 6 ] 4 31 
сли же, обратно, положить: х, ва 1; = У— 7’ то по- 
лучатся ихъ уравненя въ первоначальной системЪ: 

2х |- Зу—5=:0 

х—4,и-+8=0 
и мы немедленно убЪждаемся въ томъ, что путемъ умноженйя, дЪй- 
ствительно, снова приходимъ къ заданному уравненйю *). 


5. примЪръ. 
9х2 —- 12ху | 42 + 18х — 12 —7=0. 


Здфсь А = 0; слфдовательно, это парабола. 
Уравнен!е можно переписать въ такомъ видЪф: 


(3х — 21)? + 6 (3х — 2%) —7=0; 
полагая 3х — 2у=<, получимъ уравнеше: 


Е Ве =; 
АУ 
Поэтому, либо 
3х —2у9—1=0, 
либо 
3х — ви 7=0 
т. е. парабола выраждается въ двЪ параллельныя прямыя. 


Если бы послфдЙ коэффищентъ, вмфсто —7, былъ равенъ 
-- 9, то мы получили бы <, =х, =3, и об прямыя совпали бы въ 
одну 
3х —2и-3 =0, 
которая является центральной линей предыдущей пары. Если бы, 
вмЪсто — 7, стояло число, большее -|-9, то обф прямыя были бы 


МНИМЫМИ. У 
Задачи. га 
1. Парабола касается оси х-овъ въ точкЪ 4 (54 Го), а оси 


у-овъ въ точкБ В (0, -- 3). Каково ея урвненне? Преобразовать 
уравнене къ вершин$ кривой и къ касательной \ВЪ” ней. 


(©) 
© 


*) Этотъ примЪръ заимствованъ изъ ‚8 6 (а стр. 84), только мно- 
жители, которые тамъ были даны, здЪсь должны были быть найдены. 


Е КЕ 
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2. Изъ равностороннихъ гиперболъ, уравнен!я 
имЪють ВиИДЪ: 


ху — 1-Е ^(х у— 5) =0, 


выдфлить тЪ, которыя распадаются на двЪ прямыя. 


247 


которыхъ 


2 2 
3. Данъ эллипсь т — 1 =Ои сфкущая 2х Ну—э=0. 


Найти уравнене обЪфихъ касательныхъ, проведенныхъ къ эллипсу 


въ точкахъ его пересЪчен1я съ сфкущей. 


Четвертая глава. 
$ 19—96. 


$ 19. 
Теорема о трансверсаляхъ. — Теоремы Паскаля и Брйаншона. 


Въ третьей глав5 мы разсматривали отдфльно эллипсъ, гипер- 
болу и параболу: подобно этому и содержащееся въ послфднихъь 
параграфахъ изслЪдован!е общаго уравнен!я второй степени имЪло 
своей главной цфлью опредфлен!е типа кривой. Въ настоящей же— 
четвертой и послБдней—главЪ мы становимся на болфе общую и 
боле высокую точку зрЪня, ибо здфсь мы уже не разсматриваемъ 
свойствъ различныхъ кривыхъ второго порядка, но развиваемъ 
общую теор1ю кривыхъ второго порядка. 
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Точкой отправленя послужитъ намъ вопросъ, нельзя ли обоб- 
щить на случай произвольнаго коническаго сфченя (фиг. 71) съ 
уравненемъ: 


Е(х, у) =а,.х? -- 2а..ху -- ау? | 2а:х- ау -аз=0 1) 


извЪстную теорему о сЪкущей для круга: 

Если изъ произвольной точки провести къ кру- 
гу сБкущую, то произведен1е отрЪ$зковъ сф$кущей 
(или отрфзковъ хорды) совершенно не зависитъ отъ 
ея направлен!я и равно степени точки относительно 


круга. 
Черезъ точку Р(5, 1) проведемъ прямую съ угломъ напра- 


влен!я ф, которая встр$титъ коническое сфчене въ двухъ точкахъ. 
Черезъ О(х, и) обозначимъ одну изъ нихъ, а черезь р—ея раз- 
стояне отъ точки Р. Тогда 

Хх = =Е 2С05ф, 

=" -- б зшф. 


Подставивъ это въ уравнене 1), получимъ: 


Ч, (8 + рсоз ф}}? | 24. ($ р с0$ ф) (и рзтч) |... =0, 
или, если расположить л$вую часть по степенямъ р: 
46? Вы -- С =0, 
гдЪ для сокращеня мы положили: 
А =а,1 с05*ф -- 24,5 созф зшф - 455 51? ф 
С=а,. 5 + 24а т... = (3, м). 
(ЗдЪсь не выписано выражене для В, которое насъ не ин- 
тересуетъ.) 


Это квадратное уравнеше, соотвфтственно двумъ точкамъ <, 
> 
пересфченя О, и О,, даетъ два значеня для р, именно, р, и р», 0” 
ха 
произведени которыхъ и идетъ р$чь. Им$емъ: 58 
(0 $ 


Е (3, м) 
тб — 4,1 608 ф -- 2а,5 созф этф + а, ви х 


м7 


”) Если произведене с,:6, есть число положительное, то точки 

О; и О, лежатъ съ одной стороны точки Р, въ противномъ же случа — 
СУ 

съ различныхъ сторонъ. в? 
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Изъ этой выведенной нами формулы вытекаетъ излагаемая 
ниже теор!я. Прежде всего, чтобы перейти кь кругу, положимъ 
4, =а.›. (пусть, напр., оба коэффишента равны 1).и а. =0. 
Тогда числитель будетъ равенъ 1 для любого значеня ф, и мы по- 


лучимъ: 
05 = 2 (5, 1). 2а) 


Выражен!е справа представляетъ собою степень точки (Е, т) 
относительно круга. (5 12, стр. 154). Теорема о сЪкущей для круга 
выражена въ формулЪ 24а). 

Перейдемъ теперь къ обобщению на случай любого кониче- 
скаго с$чения. 

Если черезъь точку Р провести еще вторую сфкущую подъ 
угломъ ф,, то и для нея, аналогично прежнему, получимъ: 


Ш. Е, 1) 

11 С05*ф, -- 2412 с0$ф, Зтф, -- @.. 51? ф, 

и поэтому отношене 
р: р _ @11 ый - 24. 6059; $1, -- 4.5 5112 2. 3) 
0'.-0', П.1 С032ф - 2а,, созф тр -- а.) фр, 

т. е. не зависитъ отъ значенй Е и \; такимъ образомъ: 

Если черезъ какую-нибудь точку провести двЪ 
сфкущ/!я къ коническому сченую, то отношен!е про- 
изведен!й отр$5зковъ сфкущихъ зависитъ только 
отъ ихъ направлен!й, но не зависитъ отъ положен!я 
ЭТОЙ ТОЧКИ. 

[Аналогичная теорема справедлива относительно всЪфхъ алге- 
браическихъ кривыхъ (для прямой она очевидна сама собой), слЪ- 
дуеть лишь брать произведене всЪфхъ отрЪзковъ сфкущей. При 
этомъ, какъ видно изъ разсмотрЪфннаго выше прим$ра, входятъ _ВЪ 
разсмотрфне лишь члены высшей степени.] 5 

Если 4. =0, т. е. если оси координатъ имбютъ направлене 
главныхъ осей, то соотношене 3) переходитъ въ слфдующее: 


ХУ” 
1 - о _ @:1 С03*ф, + а ЗИ, 
0’: 0.  @:, С05?ф -- ао зт?ф $ 
Если положить здЪсь ф, =-ф, т. е. если Е два напра- 
влен!я, одинаково наклоненныя къ одной (слбловательно, и къ дру- 
гой) главной оси, то с052 4, = 03? ф, 511" р = — 511°ф и поэтому 


За) 
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ры = 1 - Вэ. 

Такимъ образомъ, четыре точки 
Р., Р,, Р., Р, лежатъ тогда на олд- 
номъ кругЪ. (Фиг. 72). 

Но и наоборотъ, если четыре 
точки лежатъ на одномъ кругЪ, т. е. 
т. е. если 0-ю =р',:0., то изъ ра- 
венства За) вытекаетт: Фиг. 72. 

4:1 с03?ф -{ 45. $ЗШ?ф = 411 ©05*ф, + 455 51? фу, 
или— посл преобразован1я — 
(4,1 — 4.2) с05ф = (4, — 4,2) с05? 91, 


такъ что, либо 
411 — @55, 
т. е. само коническое сЪчене есть кругъ, чего быть не должно, либо 
с05?ф = с05? фу, 
слфдовательно, и ?ф = ®*ф,, или т?=т.?. Такъ какъ здЪсь 
не можетъ выполняться равенство 11, =аи (при наличности этого 
равенства обф сЪкушйя совнали бы), то остается лишь допустить, что 
т; = — 5, 
т. е. обЪ сфкущя одинаково наклонены къ главной оси. 

Чтобы дать изящное примфнене вышеизложеннаго, допу- 
стимъ, что двЪ изъ точекъ пересфчен!я (на фиг. 72) сов- 
падаютъ. Тогда кругъ касается коническаго сфченя, пересЪкая его, 
сверхъ того, еще въ двухъ другихъ точкахъ. Прямая, ихъ соеди- 
няющая, и касательная одинаково наклонены къ главной оси. 
Если же три точки пересфченя совпадаютъ въ одну, т. е. 
если кругъ переходитъ въ такъ называемый кругъ кривизны 
въ точк$ касаня и остается лишь четвертая. точка . пересфчен!я, то 


вторая сфкущая переходить въ прямую, соединяющую точку ках 
саня съ этой точкой `пересфчен1я, откуда вытекаетъ слвлующее 
простое найденное Штейнеромъ (Зетег) построене сиРУта 
кривизны: хо 

Въ точк$ касаня строятъ касательную и проводять черезъ. 
эту точку такую прямую, которая наклонена къ большой (или же 
къ малой) оси подъ тфмъ-же угломъ, что и касатедьная. Тогда кругъ 
кривизны проходитъ черезъ вторую точку о этой прямой 


съ коническимъ сфченемъ. У 


259 $ 19. ТРАНСВЕРСАЛИ.—ТЕОРЕМЫ ПАСКАЛЯ И БР!АНШОНА. 


Для того чтобы дать еще одно прим$нене формулы 3), мы 
отбросимъ равенство 4, =0 и вмЪсто него введемъ сл$дующее 
услове: 

5=а,, +4», =0 или а» = — а, 
которое отвфчаетъ равносторонней гиперболЪ ($ 18). 
Тогда 


р аа 11 (с05?ф; — 91? ф,) -- 24а, эт, созф;. 
р'1-22 а, (с082ф — 511? 9) 241. эт ф со$ х 
Если мы возьмемъ дв проходяцйя черезъ точку Р*) взаимно 
перпендикулярныя прямыя (фиг. 73), такъ что д, = 90° |, 
Ш ф, = с0$ф, с0$ф, = -—-$шф, то въ дроби справа числитель и 
знаменатель равны по абсолютной величинЪф, но противоположны по 
знаку, слЪдовательно, 
ра - о = — р: "Ро 
Но это равенство, согласно хорошо извфстной теоремЪ эле- 
ментарной математики, выражаетъ, что Г) есть точка пересфчен1я 
высотъ треугольника /4ВС, или— что то же— А есть точка пере- 
сЪченя высотъ треуголь- 
ника ВСО ит. д. И такъ 
какъ справедливо и 0б- 
ратное утвержден!е, кото- 
рое можно доказать, про- 
водя тЪ же разсужден!я въ 
обратномъ порядк$, то мы 
приходимъ къ теоремф: 


-— РЕ а Если равносто- 
ронняя м 
проходитъ через. 

вершины треутойы 
ника, то она 0хо- 
дитъ ичерез® Точку 
пересьчен1Я его вы- 


СОТЪ;: О Вратно, если 
х 


=> =... .-.ъ- ъ.--.ъ-.--.--ъь--- 


Е конич коес$ чен!е 
Фиг. 73. С} ° 
- проходить черезъ 
АС 


. х 
*) Р есть точка пересЪченя прямыхъ ВС’и АР. 
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так! я четыре точки, то оно представляетъ собой 
равностороннюю гиперболу. 

Если треугольникъ является прямоугольнымъ, то точка пере- 
сфченя высотъ совпадаетъ съ вершиной прямого угла и теорема 
принимаетъ видъ: 

Если равносторонняя гипербола проходитъ че- 
резъ вершины прямоугольнаго треугольника, то ка- 
сательная въ вершин прямого угла совпадаетъ съ 
высотой, опущенной на гипотенузу; и обратно, если 
коническое сф$чен1е проходитъ ит. д. 


Поставимъ, далфе, вопросъ: Нельзя ли обобщить изв$стную 
теорему Менелая  такъ, чтобы вмфсто прямыхъ О, О, О. 
(фиг. 74) можно было взять коническое сфчене О, О, О. О, О, О, 
(фиг. 71). 

Исходной формулой снова служитъ формула 2). Только на 
этотъ разъ мы прим$нимъ ее не къ двумъ различнымъ сфкущимъ, 
прохолящимъ черезъ одну и ту же точку, а, наоборотъ, къ двумъ 
различнымъ точкамъ Р, (5,, 1,), Р› (Е, 1»), которыя лежатъ на од- 
ной и той же сфкущей Р, О, О,Р.. Мы получимъ при этомъ: 

р ы,. Р, О, = Гб) 


—^ 4.1 с05?ф + За. созф зтф -{Е а, п? ф 
Г (6, 1») 
Р, Ро АЕ ть 
411 С05*ф -- 24.. с0$ф $шф -- а.. 91° ф 
Съ помощью дфленНя исключаемъ теперь ф (какъ раньше 
точку Р) и, полагая для сокращеня 


ее Е: в. 
2 О Р. О. 
получаемъ простую формулу: ^ 
ЕЕ, 1) &> 
№: № = я 54) 
т Е) 557 


при чемъ величины ^, и ^, алгебраически являются простыми отно- 
шенями точекъ О, или О, къ точкамъ Р, и Р, ($ 15 

Если присоединить еще третью точку Р; (53 26 и, переходя 
циклически отъ Р, къ Р,, оть Р, кь Ри оть Ву къ Р;, обозна- 


чить черезъ 


-_ 


ЗУ 
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^, и ^, отношеня точекъ О, и О. къ точкамъ Р,, Р, 
^; и ^, отношеня точекъ Оз и О, кь точкамъ Р,, Р, 
Ль и № отношеня точекъ О; и О, къ точкамъ Р., Р,, 


то предшествующее равенство дастъ: 


ее ВЕ, 1). в _ ВР (5, %) \р). ^. те Е (63, \з) 
У. Е(5., 1)’ Иа Ар) 13)” ь Е ($, "1 )” 
поэтому: 
А АА м. =-1 5) 


или же 


о. жьо.РОХО В с 
х Р. О.Р О. Р, О.Р! Че. 

Это равенство выражаетъ теорему о трансвер- 
саляхъ для произвольнаго коническаго сЪченл1я. 
Само собою разумФется, ее можно распространить съ треугольника 
Р,Р.Р. на произвольный многоугольникъ Р, Р,...Р‚, и съ кривой 
второго порядка на любую алгебраическую кривую и тфмъ придать 
ей чрезвычайную общность. Для прямой лини, какъ выше упомя- 
нуто, эта теорема уже съ древнихъ временъ извфстна подъ назва- 
немъ теоремы Менелая. 

Въ послфднемъ случаф мы имЪфемъ (фиг. 74) только три точки пе- 
ресфченя О,, О,, О, и только 
три отношения: 


—* 5а) 


Е. О, у 
МР РОН 
$ — 952 
ХР - У 
поэтому 
Фиг. 74. МЛ Аа =-1 55) 
ИЛИ ` 
РО. 1, О..РО = «У 


@-\о 
Нрисовокупимъ еще замфчане, что теорема о трансверсаляхъ 


часто можетъ быть обращена, такъ что, напр., если ддя‘Ашести то- 
ху” 


чекъ О,, О., О., О, О., О; выполняется ет 


АЛ Аз Аа + =-1, 
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Изложенная выше теорема о трансверсаляхъ, согласно прин- 
ципу двойственности, можетъ получить слфдующее распространенге, 
въ которомъ, вм$сто точекъ перес$ченя прямой съ кривой, появля- 
ются касательныя, проведенныя изъ одной точки къ кривой и про- 
стыя отношеня трехъ точекъ замфщаются простыми отношенями 
(синусовъ) трехъ лучей ($ 2, стр. 33). 

Пусть снова будетъ дано уравнен!е второй степени, но на 
этотъ разьъ въ тангенц!альныхъ координатахъ и, г 
[какь было показано въ & 11 для частнаго случая, а въ ближай- 
шемъ параграфЪ будетъ доказано въ общемъ видЪ,—это есть тан- 
генщальное уравнен!е коническаго сЪченйя]: 

Е(и, о) = аи? -- 2аоио + а? + 24а зи -- Зазю На =0. Г) 

Возьмемъ снова треугольникь Р, Р, Ру (фиг. 75) и опредфляя 
знаки отношенй синусовъ (5 2), будемъ 
имфть въ виду направленя отъ Р; кь РЬ, 
оть Р; кь Р,, оть Р, кь Р., такъ что, 
напр., отношен!е синусовъ для проходящаго 
черезъ точку Р, луча слфдуеть считать по- 
ложительнымъ, если онъ проходитъ въ углЪ 
Р; треугольника Р, Р.Р. и въ вертикальномъ 
углЪ, напротивъ — отрицательнымъ, если лучъ 
проходитъ черезъ смежные углы. 

Пусть (#1, 7%,), (и, 5.5), (из, 93) будутъ 
координаты прямыхъ Р,Р., Р.Р., Р.Р,. Тогда 
координаты и, х любой проходящей черезъ точку Р, прямой, со- 
гласно равенствамъ 6) 5 11-го (стр. 142), выражаются формулами: 

И о. 
не 

Если разсматриваемая прямая есть касательная къ кривой, оду 
подставляя эти выраженя въ уравнеше 1’), получаемъ для ^ квад? 


ратное уравнене: 67 
492 4+ 28. С=0, ХУ 
ГДЪ во. 
А а Е (в, 9), С = Е (и, 9), © 
поэтому `\ 
Ж, , ^. %. уз Я 2] 59 4') 


_ Е, “СУ 
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Это равенство еще не вполнЪ отвфчаетъ равенству 4); дЪйстви- 
тельно, величина Х не есть еще самое отношен!е синусовъ; но, со- 
гласно теоремЪ 5 11-го (стр. 142), она равна этому отношен!ю си- 
нусовъ, раздфленному на отношен!е синусовъ луча, проходящаго че- 


Иа 

05? к 
ит: ч.2 

Поэтому, если обозначить первое отношен!е черезъ ^’, то 
получимъ: 


резъ начало координатъ. Но послЪднее отношене равно—— 


Що, Уи -о? 
Уи. {ч.7 
Слфдовательно, 
и Пе 
^ . №2 —- А а -- и: 
ИУ. 
и 
1 А’ ре Ё (№. } т.) к (и. и 4") 


о би). и) 
Если черезъ ^. и ^, обозначимъ простыя отношеня лучей 
[5 и / кь лучамъ Р.Р., Р.Р, а черезъ ^'; и \‚ —отношеня лучей 
[; и [ кь лучамъ Р.Р,, Р.Р,, то совершенно аналогично получимъ: 
= те ‚9.). (из? %). 
(из, 03) - (15? - 5”) 
а а 93) - (и — и) 
(и, 91). (из? 93°) 


А Ав =-ЕЁ. 5с) 
Это равенство вполн$ отвф- 
чаетъ равенству 5) и, подобно по- 
слБднему, можетъ быть обобщено 
на кривыя любого класса и ‚на 
произвольные многоугольники`›Для 
кривой перваго класса, и 32. ДлЯ 
точки Р (фиг. 76) д 
къ сл5дующему: 
ый НА , 54) 
*) Именно, оно равно отношению перпендикуляровъ, опущенныхъ 


изъ начала на прямыя ви, %, и н,, т,. См. уравненте 5) $ 11-го и фоГ- 
мулу 3") $ 9-го. У 
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дада — 
о о 


гдЪ 
^., есть простое отношенйе лучей Р.Р кь лучамъ Р,Р,, Р.Р, 
р = я ь Ре в ы Роз, Ра 
1 
а м я > ар. 
Поэтому 


$ша, . шв, - $511, = 919. - $13, $1 7],. 
Это соотношене можетъ быть замфнено равенствомъ межгу 
простыми отношенями ^”,, ^",, №". точекъ О., О, Ози вер- 
шинъ Р,, Р,, Р.. Если углы треугольника Р,Р.Р., обозначимъ че- 


резъ я“, 8,1 (такъ что я=а, | а, ит. д.), то 
Зита оз, Ро ФРС 
та, : зт\ = О, Р.:Р, О,, поэтому ь 
За .. 2% ЕВ 
$11 45 О.в $111 


$1 3 


‚ такъ что (знакъ!): 


№ =— А. точно такъ же: 
$11 7 
р - $17 
жу Ри Ач } Е 
та 
. я 519 
же — —- А м 
$11 р 
Поэтому 
1 и 
р 1’ = (— 18. ы-й . А" 3) 54 
з г Е — У )- 
ый 


ИЛИ 
О.Р, . ОВ. ОзР, = — О: Ру. О.Р, - О,ЁЬ. 

Эта теорема, которая указываетъ на такое же (если не счи- 
тать знака) соотношене между точками О, О,, О., какое выше 
было установлено для трехъ точекъ О., О,, О. (фиг. 74), располо- 
женныхъ на одной прямой, изв$стна подъ именемъ „теоремы ‚„ 
Чевы“ (Сеуа). < 

Для коническаго сфченя отпадаетъ даже разница въ знак, 
такъ какъ множитель — 1 при соотв$тствующемъ переход$ ть от- 
ношенй синусовъ къ отношенямъ отрЪзковъ встрЪчает ©’ ‘шесть 
разъ. 


Если стороны треугольника Р,Р,Р. (фиг. 71) касаются кони- 
ческаго сЪченя, то совпадаютъ точки О; и ОО: и О,, О; и О,, 


17 
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в =^5 и изъ равенства 3) (на стр. 250) 


^ 9) 


вытекаетъ что 
такъ что, либо 


либо 
АА, = — 1. 

Первое предположене исключается, такъ какъ въ противномъ 
случаъ, по теорем Менелая, три точки касаня должны были бы 
лежать на одной прямой. (При этомъ можно допустить, что кони- 
ческое сфчен!е выраждается въ двойную прямую, которая съ каж- 
дой прямой встрфчается въ двухъ совпадающихъ точкахъ). Остается 
поэтому лишь принять, что 

М.А = — 1; 
это отвфчаеть теоремЪ Чевы. Такимъ образомъ: 

Три трансверсали, проходящ!я черезъ вершины 
треугольника, описаннаго*) около коническаго с$- 
чен!я, и черезъ точки касан!я противоположныхъ 
сторонъ, пересЪ$ каются въ одной точк$. 

Совершенно такъ же доказывается взаимное предложен!е: 

Три точки перес$чен!я касательныхъ въ верши- 
нахъ треугольника, вписаннаго *) въ коническое С$- 
чен!1е, съ противоположными сторонами лежатъ на 
одной прямой. 

Эти теоремы суть частные случаи двухъ несравненно болфе 
важныхъ теоремъ, которыя по имени ихъ авторовъ называются 
теоремами Паскаля (Раса!) и Бр!аншона (Впапспоп). 
(Фиг. 71 и фиг. 75.) 

Доказательство теоремы Паскаля, если пользоваться равен- 
ствами 5) и 5Ъ), очень просто. Введемъ на фиг. 71 еще то Ки 
пересфченя А,, ^., Аз, и на прямыя О. О, К,, О. О. К,, 2920, К. 


будемъ смотрФть, какъ на трансверсали треуг ольника Р/Р, Р.; ВЪ 


$“ 


*) «Описаннымъ» треугольникъ называется и тогда, ког когда нъкоторыя 
точки касаня или даже всЪ лежатъ на продолженях „ЕФоронъ; «вписан- 
нымъ» онъ называется, когда три вершины еатть Ч РНЕ сЪ- 
чен!и, независимо отъ того, лежитъ ли самъ треусольникъ внутри кони- 
ческаго сЪченя, или частью внутри, частью вн (по лЪднее возможно въ 
случа гиперболы, если вершины расположеныуна обЪихъ вЪтвяхъ). 
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соотв$тстви съ этимъ, обозначимъ черезъ в,, в., в, отношеня 
точки А, кь Р,, Р., точки К, къ Р., Р,, точки К. къ Р,, Р,, въ 
то время какъ символы ^., ^., /з, №, Л, в сохраняють прежнее 


значене. Тогда изъ равенствъ 5Ъ) (стр. 254) вытекаетъ: 


мм = 1, 
А Ао = 1, 
Ад А - ща = -Е 1, 
такъ что и 
А Аз Аа ЛЬ Аб орз = 1 


Теперь, согласно равенству 5), 
/. АА ААА == 1. 


1 Б. 
Поэтому, окончательно, 


а Во: = Е 1, 
т. е.. на основанНи теоремы, обратной той, которая выражается 
формулой 55), точки А,, К., А. лежатъ на одной прямой. 
Замфтимъ теперь, что О, О, О. О, О, О’ есть произвольный 
вписанный въ коническое съчене шестиугольникъ, въ которомъ 


О, О, и О, О. (точка пересфченя— К.), 
О, Оз и ©, Ц, (› > —^»), 
9, 9, и (, » —^,) 


суть три пары противолежащихъ сторонъ. Поэтому: 

Теорема Паскаля. Если шестиугольникъ впи- 
санъ въ коническое с$ченте, то три точки перес$че- 
н!|я противолежащихъ сторонъ лежатъ на одной 
прямой. Такой шестиугольникъ называется шестиугольни- 
комъ Паскаля и упомянутая прямая есть такъ называемая пря- 
мая Паскаля. 

Теорема, обратная теорем Паскаля. Если три 
точки пересфчен1я противолежащихъ сторонъ шедсУ 
стиугольника лежатъ на одной прямой, то это» 
шестиугольникъ вписанъ въ коническое съчен Её?” 

Доказательство опирается на тЪ же равенства, что, ‚и приве- 
денное выше, но въ другой посл$довательности. \ < 

Прим Ъчан!е. Теорема Паскаля Е: — \Въ томъ слу- 
чаф, если шесть точекь О,, О., О., О., 0. ‚ (взяты въ такомъ 
порядк$, что стороны вообще не ограничивают» шестиугольника ВЪ 
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собственномъ смыслЪ слова, а нфкоторыя изъ нихъ взаимно пересЪка- 
ются, какъ показываетъ фиг. 77; и здЪсь точки А,, К, ^. лежатъ на 
одной прямой. Поэтому для 6 точекъ 
6 | 
существуетъ Е. такихъ ше- 
стиугольниковъ, опредфляемыхъ по- 
слЪдовательностью, въ какой эти 
точки взяты; и если какой-либо 
одинъ изъ нихъ является Паскале- 
вымъ, то таковыми будутъ и всъ 
проч1е. Шестьдесятъь соотвЪтствую- 
щихъ Паскалевыхъ прямыхъ соста- 
вляютъ образъ, обладаюцИй чрезвычайно многими замфчательными 
свойствами. Штейнеръ, Плюккеръ, Сальмонъ, Кэли 
(З4+ешег, РИйсКег, Зайпоп, Сауеу) и друЧе выдаюциеся математики 
открыли эту область, которая имфетъ уже цБлую литературу. ЗдЪсь 
остается лишь указать на эти замфчательныя изслфдованя, съ Па- 


скалевой же теоремой, къ которой они относятся, мы будемъ еще 
неоднократно встрЪчаться и въ другомъ освфщенши. 

Если, вмфсто фиг. 71 взять фиг. 75 и, вмЪсто равенствъ 5) 
и 5а), примфнить равенства 5с) и 54) (стр. 256), въ остальномъ 
же поступать совершенно такъ же, какъ и выше, то получится 
теорема Бр!аншона, вполнЪ аналогичная теоремЪ Паскаля. 

Если шестиугольникъ описанъ около кониче- 
скаго сЪчен!я (фиг. 75), то прямыя (три главныя 
д1агонали), соединяющ!я противолежащ!я вершины, 
пересфкаются въ одной точкЪ Б. Такой шестиугольникъ 
называютъь шестиугольникомъ Бр!аншона, а соотвЪтствую- 
щую точку В—точкой Бр!аншона. 5 


Теорема, обратная теоремЪ Бр!аншона, о Так- 


же справедлива; далЪе, шести даннымъ касательнымъ, ‚ въ ависи- 
мости отъ порядка, въ которомъ мы ихъ будемъ комбинировать, 
отвф$чаеть 60 Бр!аншоновыхъ шестиугольниковъ, _ их фдовательно, 
60 Бр!аншоновыхъ точекъ, и упомянутыя въ примфчаны свойства 60 
Паскалевыхъ шестиугольниковъ могутъ ом. на 
нихъ перенесены; все это само собою. ‚вытекаетъ изъ принципа 


м 
пвойственности. |. 
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Если бы этотъ принципъ былъ уже изв$стенъ во времена 
Паскаля, то онъ вмЪстЪ со своей теоремой немедленно получилъ 
бы и теорему Бр!аншона, которая впервые была установлена го- 
раздо позже. ОбЪ эти теоремы, по сравненю съ. общеизвЪ стными 
предложен!ями элементарной геометр!и относительно круга, кажутся 
двумя интересными, но мало примфнимыми курьезами, которые, 
такъ сказать, показываются, какъ рЪдкости. Однако онЪф образу- 
ютъ ядро обширнаго и весьма важнаго геометрическаго .ученя, из- 
ложене котораго будетъ приведено ниже. 


Задачи. 


На плоскости даны пять произвольныхъ прямыхъ Д, д, р, 
[., [5. Разсматривая три изъ нихъ, скажемъ, д, 2, 5, какъ сто- 
роны треугольника, а [, и /., какъ трансверсали, вывести слфдую- 
щую теорему: если для двухъ изъ пяти прямыхъ даны двойныя 
отношеня четырехъ точекъ, въ которыхъ каждая перес$кается че- 
тырьмя остальными, то этимъ опредфляются соотвф$тствуюцйя двой= 
ныя отношен]1я для всфхъ прямыхъ. 

2. Могуть ли эти 5 двойныхъ отношенй (если на каждой 
прямой берется одно изъ шести значенйЙ ихъ, $ 1) быть равны 
между собой. Какое значен!е или какя значен!я могутъ’они имЪть. 
(Слфдуетъ придерживаться цикла 1, 2, 3, 4, 5). 

3. На поставленный въ задач 2-й вопросъ, очевидно, немед- 
ленно долженъ быть данъ утвердительный отвЪтъ, если за 0 
прямыхъ Д.../. взяты 5 сторонъ правильнаго пятиугольника. Ис- 
ходя изъ теор!и правильнаго пятиугольника, можно подтвердить по- 
лученное при рфшен!и задачи 2-й значене двойного отношенйя. 


< 
$ 20. Со" 
© 
ОпредЖлители. 56 


Объ опредълителяхь по различнымъ поводамъ была. уже рфчь 
въ предшествующихъ параграфахъ. Такъ какъ эти \АЛгебраическя 
формы находятъ чрезвычайно многообразныя примнены, то мы вы- 
ведемъ здфсь ихъ важнфйцИия свойства, ограничиваясь по большей. 
части, опредфлителями третьяго порядка; замЪТимъ, однако, что 
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это ограничене мы вводимъ лишь для того, чтобы сдфлать доказа- 
тельства боле наглядными, и что распространить разсматриваемыя 
свойства на опредЪфлители высшихъ порядковъ не требуетъ ника- 
кихъ новыхъ принциповъ. 

Но небольшое исключене должно быть сдфлано при устано- 
влен!и закона образован!я опредфлителей, чфмъ мы прежде всего и 
займемся. 

До сихъ поръ мы познакомились съ: 

1) опредфлителемъ второго порядка: 


20 =а,6, — ба. 
(15, р. | АР вы. 
2) опредфлителемъ третьяго порядка: 
Ч, В1, с; | 
аз, В,» с» |= а1бьсз | азЪус, Е азс, — авс, — ас; — азвьс, . 
| @з› Вз,› Сз 


По аналоги, въ качествЪ первой ступени, можно установить 
еще предварительно понят1е объ опредфлителБ перваго порядка 
4, который, разумЪется, представляетъ собою не что иное, какъ 
самое число 4.. Ясно, что поняте объ опредфлителЪ можетъ быть 
распространено и далфе: если 7? данныхъ чисель — называемыхъ 
элементами опред $лителя — расположены въ видЪ квадрата, 
состоящаго изъ и горизонтальныхъ и 7 вертикальныхъ рядовъ, то 
изъ нихъ составляютъ опредфлитель и-го порядка, обобщая законъ 
образован!я, выясняюцИйся на опред$лителяхъ 1) и 2). 

Прежде всего ясно, что при „раскрывани“ опред$лителя, т. е. 
при разложени его на члены, всегда перемножаются лишь таке 
элементы, которые не принадлежатъ ни къ одному и тому же вер- 


тикальному ряду, ни къ одному и тому же горизонтальному ряду. 
«А 


Ч, -Р, - С3 29” 
опредфлителя третьяго порядка есть такъ называемый ‚< ОЧагональ- 
ный членъ“ слфва сверху направо внизъ. ДалЪе, каждый членъ со- 
держитъ по одному элементу изъ каждаго горизонтальнаго ряда 
(т. е. одно 4, одно В, одно с), но эти элементы взяты изъ трехъ 
различныхъ вертикальныхъ рядовъ, отмбченныхь указателями 1, 2, 3: 


отсюда слфдуетъ, что всф члены получаются изъ дагональна- 


Первый членъ 
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го члена путемъ всевозможныхъ перестановокъ указателей 1, 2, 3. 
Переходъ отъ 3-го порядка къ и-ому непосредственно произво- 
дится такъ: 

Опред $ литель я-го порядка, составленный изъ 
" элементовъ, имЪфетъ въ развернутомъ видЪ 
1-3-2...п=п! членовъ, которые получаются изъ 
д1агональнаго члена съ помощью перестановокт, 
указателей. 

Въ силу этого число членовъ опредфлителя чрезвычайно быстро 
возрастаетъ вмфстЪ съ его порядкомъ. Автору извЪстны въ астро- 
ном!и случаи, когда нужно было дфйствительно вычислить опред$- 
лители 8-го порядка. Если бы выписать вс его члены, то при- 
шлось бы написать ихъ 81| = 40320, что представляетъ собою со- 
вершенно безплодную и едва ли выполнимую работу. Такого рода 
опредЪлителей не „развертываютъ“, но справляются съ ними иначе. 

Какъ же поступить со знаками отдфльныхъ членовъ? Въ слу- 
чаф опредфлителя 2-го порядка это вещь очень простая, такъ какъ 
нужно лишь первый членъ а,р, взять со знакомъ --, а второй В, а, 
со знакомъ —. Въ случаЪ опредфлителя третьяго порядка преоло- 
лЪть всф затруднен!я помогаетъ циклъ (1, 2, 3). Именно, выписы- 
ваютъ д1агональный членъ 


- а,6.с. 
и производятъ эту циклическую перестановку дважды; тогда полу- 
чатся два другихъ положительныхъ члена 


- а.63с, и Ёа-б,с., 
въ то время, какъ остальные члены будутъ отрицательными: 
Въ случа$ опредфлителя высшаго порядка установлен!е знака 
требуетъ большаго труда. Прежде всего, первый д1агональный и 
о 


всегла получаетъ знакъ --. Затфмъ, вводится слЪдующее правило, 
боле глубокое обоснован!е котораго можно найти въ спещаль- 


ныхъ учебникахъ теор!и опред$лителей *). <” 
С 
Правило. Если изъ какого-нибудь член” съ по- 
мощью перестановки какихъ-нибудь |вухь знач- 


*) Напр., въ книг Бальт цера (Ва2ег), Реецтиатиеп. См. также 
Нетто, Начала теори опредФлителей. Переводъ съ `ифмецкаго подъ ред. 
прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. г 


У 
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ковъ образуется новый членъ, то посл дн!Й полу- 
чаетъ знакъ, обратный знаку перваго. 

Поэтому для того, чтобы опредфлить знакъ какого-нибудь 
члена, нужно установить, получается ли онъ изъ дагональнаго члена 
съ помощью четнаго или нечетнаго числа такихъ перестановокъ. 
Въ первомъ случаЪ онъ имЪфетъ знакъ -, а во второмъ знакъ —. 

Положимъ, напримЪръ, что въ случаф опредЪфлителя четверта- 
го порядка (вертикальные ряды котораго отмфчены буквами а, 2, с, 4, 
горизонтальные же— указателями 1, 2, 3, 4, такъ что дагональный 
членъ имфетъ видъ: -| 4,2.с.4.) требуется установить знакъ члена 

О № 
Для этого переставимъ въ дагональномъ членЪ указатели 1 и 2; 
получимъ членъ 
Че. 
ЗатЪмъ переставимъ указатели | и 3; получится членъ 
мас. 
Наконецъ, если переставить указатели | и 4, то получимъ нужный 
намъ членъ 


ое о 
Такъ какъ потребовались три парныя перестановки, то онъ полу- 
чаеть знакъ —, такъ что имфемъ: 


Изъ этого правила можно вывести еще друця, болЪе удоб- 
ныя въ примБнен!яхъ; но мы не будемъ на нихъ останавливаться, 
такъ какъ въ случаБ опредБлителей третьяго порядка, которые 
преимущественно будутъ примЪняться впослфдстви, опредфлене 
знаковъ производится просто съ помощью цикла (1, 2, 3), а опре- 
дфлителей высшихъ порядковъ, какъ уже было упомянуто, вообще 
не представляютъ въ развернутомъ видЪ. 35 

ВмЪсто того, чтобы получать члены опредфлителя изъ ‘его 
перваго члена съ помощью перестановки значковъ, можно” также 
переставлять буквы. Что при этомь получаются т$ же членб оче- 
видно; что же касается совпаден!я знаковъ при обоихь- методахъ, 
то для опредфлителей третьяго порядка оно легко» ‚ Можеть быть 
установлено путемъ испытан!я; справедливость этоо можетъ быть 
также строго доказана и для опредфлителей. 1 ВЫСШИХЪ порядковъ, 


чего мы здфсь, однако, дфлать не будемъ. “Отсюла теорема: 
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Въ опред лител$ можно зам $ нить горизонталь- 
ные ряды вертикальными (и наоборотъ). 


ИмЪемъ: 
ав, 61| |4, @ъ, аз 
ни = |на 
| 43. Вь› С Сл» С, С) 


Такимъ образомъ, теоремы, относящяся къ горизонтальнымтз, 
рядамъ, непосредственно справедливы и для вертикальныхъ рядовъ, 
и наоборотъ. | | 

Основная теорема теор!и опред $ лителей. 

ОпредЪфлитель м$няетъ свой знакъ, если въ немъ переставить 
два какихъ-нибудь горизонтальныхъ или вертикальныхъ ряда. Онъ 
является „знакоперемфнной“ величиной. 


НапримЪръ: 
@з, бз, С: Чу, Ву» С; | 
(1.5, Вы Г м Ч 
| @1- в, 41 | | 43» Вз› Сз 


ДЪйствительно, эта перестановка рядовъ сводится къ тому, 
что переставляются соотвфтствующе указатели (здЪсь 1 и 3), безъ 
изм5неня знаковъ. Но такъ какъ эта перестановка, по правилу 
знаковъ, влечетъ за собою перемфну знака каждаго члена въ каж- 
домъ изъ обоихъ опредЪлителей, то всЪ члены, которые въ первомъ 
опред$лителЪ имфютъ знакъ --, во второмъ получаютъ знакъ —, 
и наоборотъ, ч$мъ и доказывается теорема. 

Если измБняютъ свои МмЪфста болЪфе, чфмъ два ряда, то сл$- 
дуетъ посмотрЪть, къ сколькимъ простымъ перестановкамъ двухъ 
рядовъ сводится это измфнене. Если ихъ нечетное число, то опре- 
дълитель м$фняетъ знакъ; если же четное, то не м$няетъ. Между 
прочимъ, изъ этой теоремы усматриваемъ, что каждый членъ НОЕ 5). 
дфлителя можетъ быть сдЪфланъ д1агональнымъ членомъ, т. е. что 


о © 5” 
д1агональный членъ не имфетъ существеннаго преимущества прелъ 
прочими членами. о 


Слъдств1е. ОпредЪлитель тождественно” ра- 
венъ 0, если въ немъ совпадаютъ как!{е- нибудь два 
горизонтальныхъ или два ев: 

Въ самомъ дДЪлЪ, при перестановкЪ этих `двухъ рядовъ 
опредфлитель А долженъ изм$нить свой знакъ; съ другой стороны, 
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при такой перестановкЪ онъ остается совершенно безъ измЪнен!я 
такъ что 

А =—А, 2А=0, А=0, 
что и требовалось доказать. 

(Суть дфла въ томъ, что при разложени опредЪфлителя члены 
его попарно взаимно уничтожаются). 

Разложен!е опред лителя по элементамъ ряда. 
Миноры. Пусть будетъ данъ опредфлитель 

а, В, С! | 
А-а, №, © 
@з, бз, Сз 

Такъ какъ вс члены имф$ютъ множителемъ одно а, то ихъь 
можно раздЪфлить на члены, содержаше 4,, члены, содержаше 4., 
и члены, содержание а.. Тогла: 

А =а, (6,63 — 656, + а» (Вс, — 663) Е аз (Вс, — Вс). 

Коэффишентами при а,, 4.5, а. являются также опредЪлители, 
именно, опредфлители второго порядка; дЪйствительно, напримЪръ, 

рр РС 

273 чо "6, сз | 
и т. д. Этотъ опредфлитель есть коэффищентъ при 4, и называется 
миноромъ, соотвфтствующимъ элементу 4,. Аналогично этому, каж- 
дый элементъ имфегъ свой миноръ, такъ что мы получаемъ девять 
миноровъ, которые по порядку обозначимъ черезъ 

дея Инь, Ва; Ву Фь СЫ ЗЕ 

при чемъ 2, есть миноръ элемента 4,, 4, —миноръ а,, В, — ми- 
норъ 2,, С! —миноръ с, ит. д. 

Законъ образованйя этихъ миноровъ даннаго опред$лителя, 
очевидно, состоитъ въ томъ, что опускаютъ тотъ ОИ 
рядъ и тотъ вертикальный рядъ, въ которыхъ стоитъ соотв$ и ь 
элементъ, и остави!еся ряды сдвигаются въ новый опредфлитель, 
который, помимо знака, представляетъ собой отефчающий Этому эле- 
менту миноръ. Знакъ же получается, если сосчита» въ какомъ 
(начиная съ перваго) горизонтальномъ и въ вах `вертикальномъ 
ряду помфщается соотв$тствующИЙ элементъ. Гбли оба номера суть 
четныя или оба — нечетныя числа, то опред пителю приписывается 


< 
знакъ --, въ противномъ случаЪ знакъ — 
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Такимьъ образомъ получаются слБдующе девять миноровъ 
опред$лителя А: , 


Вов. | 
3’ С2 
| 93з С3 
м а 
= а. 
| 23» С3 | 
О: а 
та! | = 6,6, — Вст, 
9» Со 
Мыс 
13, С | 
2 5. 
ВЕ и = 4,03 31, 
|@ 3» Са | 
Я.С 
Вз = м. ее — 9:65, 
|» бо | 
в.в | 
С Е | =” 2 —а.й ый 
1 43, 63 3 3902 
ЯВ 
Са ме жи зв 
р Де 31, 
[23% 24 | 
1а..б 
1› 01 
15,0 | 


Предлагаемъ читателю изъ этихъ миноровъ также составить 
опред$литель 


+2 т С, 
Фи: Мо» 
АВА С] 


Расположене опредфлителя А по элементамъ каждаго изъ 
шести рядовъ даетъ слБдующия шесть его выражений: 


А =а, 4, + а, 4, { а, 4, =а, А, ВВ, с С, 


=, В, + 6, В, + 5, В; = а. А, -- ВВ, с, С, р 
= 21 С, + © С, + С; =а, Аз - В, Вз - сзСз. А. 
—_ 
ОпредЪлене. Если даны два ряда вида: д 
55 
0% в. © 
Ч, Ч,, 4., \ © 
то подъ компониров а н1емъ их Ето составлене вы- 
$ \5 
раженя о 


4.4, а... + а.А.. 
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Поэтому опредфлитель получается путемъ ком- 
понирован1я одного изъ его рядовъ съ рядомъ со- 
отв $5 тствующихъ миноровъ. 

Замфтимъ, что величины .,, 4., 4. совершенно не зависятъ 
отъ 4,, 4., а.. Въ тождествЪ 
Ч, ба, С! | 
аз, бь, с | = а А, + а, 4. а, А, 

|3; ба» Сз 
можно поэтому подставить вмЪфсто 4,, 4., 4. что угодно, не изм$- 
няя тфмъ величинъ .4,, 45, 44. 

Если, напримЪфръ, вмЪсто а,, а,, а. подставить р,, В. Ву, то по- 

лучимъ 


р. ) р, С: | 
В, с» | = 64, В, 4, + 654$. 
|3» бз, Сз 
Но, въ виду совпаден!я двухъ рядовъ опред$литель, стояшиЙ слЪва, 
исчезаетъ; слЪдовательно, 
0 =. 4, 5.4, + 2.4; 
т. е. въ результат компонирован]1я какого-либо 
ряда въ данномъ опред лител $ съ не соотв тствую- 
щимъ рядомъ миноровъ (при этомъ, однако, оба ряда должны 
быть горизонтальными или оба— вертикальными) всегда полу- 
чается нуль. | 
Можно составить еще 11 равенствъ аналогичныхъ предшеству- 
ющему, въ род$ сл5дующихъ: 
0=с,.4, + 2.4. - с... или 
0 = 4,4. - 6, В2 + с. С.. 
Доказанная выше теорема немедленно находить себЪ замЪча- 
тельное примфнене при рёшени и уравненйй первой степени съ м 


неизвфстными. Пусть, напримфръ, дана система Ау 
ах -Е уса; = 4, 97 
ах Ну сх =, 7 
ах у-Н сх = 4%. 9 


о 


Изъ коэффищентовъ при неизвЪстныхъ и ь‘опредфлитель 


ры 1, 
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и вычислимъ, какъ указано выше, девять миноровъ 4,, В,, С и 
т. д. Теперь для того, чтобы найти х, умножимъ уравнен!я по по- 
рядку на ./4,, 4., 4. и сложимъ. Мы получимъ: 
(4, + 4,4, + а,4,) х + (4, + Ьа, +4 у-+ 
(14, + 4, + 43) =а, 4, + 4,4, + 44. 
Такъ какъ коэффишенты при 1/ и х исчезаютъ, то 
а 4-44, +4. 4. 
а, + а, А, аз 
или — въ форм опредфлителей 


@з, Вз, Сз 

Аналогичныя выражен!я получаются для и их. Мы приходимъ 
поэтому къ результату (который немедленно можетъ быть распро- 
страненъ вообще на и уравненйЙ съ п неизвфстными): 

Выражен!я для х, ии < суть дроби съ однимъ и т6мь же 
знаменателемъ. Послфднимъ является опредфлитель, составленный 
изъ коэффищентовъ при неизвфстныхъ. Числители же получаются, 
если въ этомъ опредфлителБ коэффищенты при той неизв$стной, 
которая должна быть опредфлена, замфщаются постоянными чле- 
нами, занимающими правыя части уравнен/я. 

ЗамЪчан!е. Это рьшене и уравненй первой степени съ и 
неизв5стными заслуживаеть предпочтеня предъ всякимъ другимъ 
(по крайней мЪрЪ, въ большинствЪ случаевъ). Въ самомъ дЪлЪ, 
прежде всего эти формулы не только теоретически вполнЪ простых 
и наглядны, но даже для практическаго вычисления (именно при и =} 
представляются болЪе удобными, чфмъ даже обыкновенное ‘искаю- 
чен!е сначала одной неизвфстной, затЪмъ второй и т. д., ‘пока не 
останется только одна неизвЪстная *). При н$которой осйотритель- 
ности вычислене миноровъ .4,, /4,, 4. ит. д. вовсе “не предста- 


х 3. 


*) При такомъ постепенномъ исключени встр®ча тся лишне мно- 
жители, которые при # > 3 чрезвычайно затрудняютъ вычислене. 
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вляетъ затруднен и самое вычислене служитъ необходимой про- 
вЪркой, такъ какъ, при умножен!и на ./4,, 4,, 4. и сложеши, ко- 
эффишенты при и и $ должны исчезнуть; и т. д. 

Разложене по минорамъ показываетъ, что опред$литель исче- 
заетъ, если всф элементы одного ряда равны 0. Если же’ всЪ они 
равны нулю, за исключенемъ одного элемента этого ряда, то опре- 
дфлитель равенъ произведен!ю названнаго элемента на соотвЪтствую- 
щЙ миноръ. 

Эта теорема позволяеть повысить порядокъ опредфлителя; 
такъ, напримфръ, 


ее 
ПЕРИ 
а р } > |5 
| бао В |О, а 0 


гдЪ въ качествЪ элементовъ 4 и В могутъ быть поставлены любыя 
числа. Впрочемъ, обыкновенно охотнфе понижаютъ порядокъ опре- 
дФлителя и для этого также можно указать обийе пр!емы, какъ 
мы скоро увидимъ. 

Изъ разложения опредфлителя на миноры вытекаетъ, далфе, 


формула: 


ла; о [2 (1, 0. , С 
^@о 9 5. 3 Со — А Ч 3 р. 3; С. 
лаз, В, Сз Чз, бз, С; 


Если всЪ элементы ряда имЪютъ одного и того 
же множителя, то послфдн!й можетъ быть поста- 
вленъ передъ опредЪфлителемъ. ДалЪе, 


а, 6, с, ат, Вл, С1 а,» бл, С1 
а) 9, 6, с, | = а, №, 6 + | 4, В, 6, 
аз аз, Въ, сз | @з, бз, Сз аз, В, 3 | 


Если каждый элементъ н5Ъкотораго ряда есть 
сумма двухъ слагаемыхъ, то опред$литель можеть 
быть представленъ въ видЪ суммы двухъ ‚отредъ- 

@л 


лителей. С 
Путемъ примфнен!я обфихъ формулъ и а 


а 
р, р, У а1, в, 1 


а АВ, В, с, о а 
а, -- А, 6, а | = | а, В, с, | + ^ о.) В == | нь 
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Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ чрезвычайно важной 
теоремз:; 

Величина опредфлителя не изм$няется, если 
къ элементамъ одного ряда прибавить соотвЗт- 
ствующ!е элементы другого ряда, предварительно 
умноженные на произвольнаго (но постояннаго) 
множителя. 

Большое значене этой теоремы состоитъ въ томъ, что здЪсь 
могутъ быть измфнены самые элементы, въ то время какъ до сихъ 
поръ мы `видфли, что они могутъ м5нять свои м$ста при переста- 
новкЪ рядовъ, но самые элементы при этомъ остаются тф же. ПослЪд- 
няя теорема даетъ возможность понизить порядокъ опред$лителя и 
вмЪфстЪ съ т5мъ дЪйствительно выполнить вычислене опредЪлителя 
высшаго порядка. НапримЪръ, для того чтобы опредЪлитель третья- 
го порядка 


Ч, р, С: 
А‘ | М 
Я; 90. МО 


преобразовать въ опредфлитель второго порядка, умножимъ первый 


Е [ 
горизонтальный рядъ сначала на — -*, затъмъ на —-* и приба- 
г Е 
1 1 
вимъ его элементы соотвЪтственно къ элементамъ второго и третья- 


го горизонтальныхъ рядовъ. Мы получимъ: 


2 р 
| Е С Я == = —»_#ф 
| а, р, “р,, 0 . 1 ов С о 
А — 1 С. 528 4 |. 
С Е Е Ве). 
8 з 3 1’ 3 Е 1 
и и —— р, 0 С 1 


1 1 

Вообще эта теорема дфлаетъ опредфлители — при искусномъ 
пользован!и — однимъ изъ важнфЙшихъ вспомогательныхъ средствъ<” 
при болфе глубокихъ аналитическихъ изслфдован!яхъ. Сложныя ле 
гебраическя формы, мало поддающяся обозрнНю, часто ‚{<разу 
становятся доступными, если ихъ представить въ форм$ опредфли- 
телей; законъ образованя при этомъ становится ясными нагляд- 
нымъ и, сверхъ того, съ помощью нашихъ теоремъ МЫ ВЪ состоя- 


ни измфнять ихъ видъ многообразными способами) 
Аа 


А 


х № 
= В АСУ 


% 
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Эта теорема, впрочемъ, есть лишь частный случай такъ назы- 
ваемой „теоремы умножен!я опредфлителей“, которая 
послужитъ хорошимъ завершен1емъ изложеня элементовъ ихъ теор1и. 
Названная теорема утверждаетъ, что произведен!е двухъ опрел$лите- 
лей снова можетъ быть представлено въ форм опредфлителя. 
Предполагается, конечно, что оба опредфлителя имфютъ одинъ и тотъ 
же порядокъ; это, собственно, не представляетъ никакого ограничен!я 
области ея примфнимости, такъ какъ порядокъ опредфлителя, какъ 
было указано, можно безъ труда повысить и, равнымъ образомъ, 
хотя и съ н$5сколько большимъ трудомъ, понизить. 

Пусть будутъ даны два опредЪлителя: 


1 
Ч, в С Ч, РВ 1 
А = | 4,, р, , | А =| 95, Ва» 1. | 
|6) ^ 
(3 , 85, С 93, 23) 13 


Будемъ компонировать всф горизонтальные ряды или всЪ 
вертикальные ряды опредФлителя А по порядку со всЪми — соот- 
вфтственно — горизонтальными или вертикальными рядами опред$- 
лителя ДА, и изъ построенныхъ такимъ образомъ 7? выражений со- 
ставимъ новый опред$литель вида: 


| 
| а К, ВЕТ, Ч Ро Роь оо В.В: -- с,13 
В = аьа, Е ОЗ сои, @,9, -- и в. + боТз 
аз%, -Е 6.3 - с311, @за, 3. -Е с312, аа. р. В; ЧЁ 2373 


Мы утверждаемъ, что 


идя 3. 
Для того, чтобы доказать справедливость этой теоремы, раз- 


ложимъ каждый изъ вертикальныхъ рядовъ опредфлителя Л) на три 
ряда, такъ что образуется девять такихъ рядовъ, которые мы 0бо- 


значимъ слБдующимъ образомъ: «9 
] П Ш _©° 
—————щ—————_——— д ————— р 


аа 63 са а 815, бло @11 
аа, 6,3, сои @59, В.В» Соло Ч И 
аза: 658. сз: @за» Зы сз ааа ВА”. 
Итакъ, опредфлитель /) разлагается наз 3Ж3=27 опре- 
дфлителей, такъ какъ каждый изъ трехъ \рядовъ [| долженъ быть 
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скомбинированъ съ каждымъ изъ рядовъ Пи съ каждымъ изъ ря- 
довъ Ш. Первый изъ названныхъ опредфлителей таковъ: 


|й Ш, 
9194,, 414), @ а; 4, а, @1 
4.4), 45а, аа, | = аа, ‹ | @,, 4, а, | = 0, 
439, @з@., @з@; @з, @з, @з 


точно такъ же исчезаютъ и вс т5 опред$лители, для которыхъ ка- 
ке-либо два ряда имфютъ тотъ же указатель. Изъ числа упомяну- 
тыхь 27 опредфлителей остаются поэтому только слфдующе шесть: 
в. И, НЫ; 1, Ш, ЦВ; ©, №. 0. 5. а. №: 1, ПН, Ш: 
=, №, ШИ. 


Первый имфетъ видъ: 


лв 1› ВВ, 11а 14: > 1 ©, 
а,, 658, Со1з | = а, ВТ: ° | @, В, с» = 9. В.А, 
ре В. , Сзтз | аз, в, сз 
второй: 
1: , С112› ВВ: @ 7-м 
аа, сот, 6583 | = @,Вз1о * | 4%, 65, | = — а. В]. А 
| Чз94 › Сто, Ва аз, Сз, В; 


и т. д., поэтому, окончательно. 


Р=А. (9,813 — а, Во. . 5% 


о 
что и требовалось доказать. 
НЪкорыя примфненя теоремы умножения: 
1. Если опредфлители А и А, тождественны, такъ что 4, =@., 
р. =В,, с. =1, и т. д., то получимъ: 


а? -- 6,2 -{ 5,7, аа сс, аза, Е В, - Сус 
аа + В. -- с1сь, а? -- В? + 6.2, Аза, == Ь. р. - 2565 
аа: Е В с1ез, аа + ВВ, | сосз, аз? Вс 4 
ЗдЪсь горизонтальные ряды совпадаютъ съ ртами ря- 
дами, опредфлитель, какъ говорятъ, является симметричным? 
2. Если А, есть опредфлитель, составленный аъ, ’миноровъ 
те А, такъ что, по раннфе примфненному, `обозначентю, 


а В, = В, и т. Я, т0 ар пользованиссоотношенями на 


А? = 


18 


© 
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стр. 267 и 268 между элементами и минорами, теорема умножен!я 
приводитъ къ равенству: 


Поэтому 
А, =А? (вообще Д, =А*"-!), 
т. е. опредЪлитель, составленный изъ миноровъ, ра- 
венъ (7 — 1)-ой степени исходнаго опредЪлителя. 


Вь, 
3. Пусть м, 2 С ‚ Т.е. есть „миноръ миноровъ“. 
|Вз» Сз 
Напишемъ прежде всего: 
10.4 
А, = | 4,, В,, С, 
| р, 
и примфнимъ теорему умноженя. Мы получимъ: 
| р, с 
А.А, = 0, А, @ —=а,.0_ 
|0. ОЖ 
Поэтому 
`В», С, 
|Вь, С" 


Другими словами, если образовать миноры изъ миноровъ, то 
снова получатся прежн!е элементы, но умноженные вс на А. (Если 
предложенный опредфлитель имфетъ порядокъ и, то умножеше про- 
изводится на А”-?). Поэтому зависимость между элемен- 
тами и минорами, если отвлечься отъ этого множи- 
теля Д, является вполнЪ обратимой или взаимной. 

Если же А =0, то, въ виду множителя Д, эта взаимность 
уничтожается, такъ какъ вс$ миноры миноровъ становятся” рав- 
ными 0. Тогда ряды опредФлителя © 


А 
А в 45 
Су 
4,, В,, С. < 
\2 
А, ВЮ \ 


образуютъ пропорщю 
$ 
А: В: С =: В»: С. 5, : Ву: С, 


$ 20. ОПРЕДЪЛИТЕЛИ. 275 


или же 


А, : А, : Аз = В: Вь: В = С, : С: С.. 


До сихъ поръ горизонтальные ряды характеризовались указа- 
телями 1, 2, 3, а вертикальные ряды-—буквами а, В, с. Иногда, 
однако, для той и другой цфли прибЪгаютъ къ указателямъ и пи- 
путь опред$литель въ слЪдлующемъ вид$: 

@11, 412, @1з 
А = 


451, 455, @2з 


Я 31, @зз, @зз | 
Тогда каждый элементъь имфетъ видъ: 


@ › 


и первый указатель опредЪляетъ горизонтальный, а второй — верти- 
кальный рядъ, въ которомъ элементъ находится. Если при этомъ 
для всЪхъ значенй Хи в 


2, Г @ 


то опредфлитель будетъ симметричнымъ. 

Такого рода симметричный опред$литель представляетъ собою, 
напримЪфръ, „большой ` дискриминантъ“ - О) въ $8 17 (стр. 225), 
„малый дискриминантъ“, обозначенный тамъ черезъ А, есть не что 
иное, какъ миноръ большого, отв5чающИЙ элементу а... 


Задачи. 


1. Развернуть опредЪлитель 
ух, хе 
2 
1, х., № 
2 
|, Аз, Аз 


и затЬмъ разложить его на множителей. Обобщить на аналогич- 
ные опред$лители высшихъ порядковъ. 


2. Показать, что „косой“ опредфлитель третьяго поряднас 


т. е. опред$литель вида: © 
0 з 1, р | 1 «СУ 
— 4 ) 0 ; С и. 


` 
а у" ВА 
тождественно обращается въ нуль. аи на сб косые опре- 
дфлители нечетныхъ порядковъ. м 


Ау 
>” 
© 


й 
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3. Доказать, что косой опредфлитель четвертаго порядка: 
0, ты 
—а, 0, йе 


ме 0, — 4, 0, а 
==. ©. на 
есть полный квадратъ. Обобщить на вс косые опредфлители чет- 
ныхъ порядковъ. . 
$ 21. 


Обобщен!е понят! я о координатахъ. — Однородныя коорди- 
наты и трилинейныя координаты. 


Иногда представляется выгоднымъ, вмфсто двухъ прямоуголь- 
ныхъ координатъ х, у, ввести три величины Х, У, /, положивъ: 


Х и 

мы. ‚. 
при чемъ знаменатель остается произвольнымъ. Тогда величины 
Х, У, Г называются однородными координатами. Изъ 
опредЪлен1я, содержащагося въ равенствахъ 1), немедленно выте- 
каетъ, что важны лишь ихъ отношен!я и что мы получимъ. 
ту же точку, если вмфсто Х, У, ( подставимъ ^.Д, ^.У, Л.И, 
гдЪ Х есть произвольный множитель. Въ остальномъ Х, У, Д мо- 
гутъ имфть произвольныя значеня, только онф не должны вс три 


== 


равняться нулю, ибо тогда прямоугольныя координаты х=У» 


0 
} = уу получаютъ видъ _› т, е. становятся неопредЪленными. 


72. 

Истиннымъ основашемъ для введеня однородныхъ координатъ 
было желане избЪжать безконечно большихъ величинъ, напримьръ, 
даже безконечно большихъ координатъ въ случаЪ безкомечно уда- 
ленныхъ точекъ. Въ самомъ дБлЪ, для такой точки достаточно по- 
ложить = 0, въ силу чего, согласно равенствамъ 1 ое и у прини- 
маютъ безконечно большия значен!я; мы располагаем тогда еще 


координатами Хи У няи — КВриве— Илоны = 5 88 
$$ Хх Хх 
опредфляющимъ направлене, въ которомъ лежить безконечно 
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удаленная точка. Въ каждомъ другомъ случаф можно, между про- 
чимъ, положить //=1, если хотимъ снова перейти къ прямоуголь- 
нымъ координатамъ, такъ какъ при этомъ х= Х, и= У. 
Уравнен!е прямой лини 
ах + у с=о0 
послЪ введемя однородныхъ координатъ и умноженя на / пере- 
ходитъ въ уравнене 
аХ-- РУ -- с =0. 

Такимъ образомъ, уравнен!е становится „однород- 
нымъ“, всЪ его члены имфютъ первую степень; по- 
<тоянный членъ исчезаетъ. Если сопоставить два такихъ уравнен!я: 

ах =0, 

аХ-ЬУ-Ьи = 
то изъ нихъ нельзя опредфлить Х, У, (; можно найти лишь отно- 
апен!я этихъ величинъ. Мы легко найдемъ: 


Такъ какъ, съ другой стороны, важны лишь эти отношенйя, 
то можно немедленно положить: 
и тогда прямоугольныя координаты снова выразятся формулами: 
ав я 9 
= в сай, — 16 
И опа. 
(Ср. $ 9, стр. 124). 
Подобно тому, какъ здфсь, можно всегда введенемъ одно- АУ 


С 
“У 


родныхъ координатъ избЪфжать знаменателя; въ этомъ ихъ главное. -” 
«Я 


удобство. | с7” 
ре" второй степени: < 
а. 


въ слБдующее: я 
912 + 2а,ХУ- а, 24а, ХИ - 2а„ УЖ, 2—0 


.. 978 $ 21. ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТ!Я О КООРДИНАТАХЪ И Т. Д. 


Совершенно такъ же можно поступать со всфми уравнен!ями, 
устанавливая этимъ родъ симметр!и, однородность; вс члены по- 
лучаютъ одну и ту же степень. Конечно, теперь, вмфсто двухъ, 
появляются три координаты, но коэффищенты остаются въ точ- 
ности ТЬ же, а такъ какъ достаточно лишь положить Г = 1, чтобы 
снова возвратиться къ прямоугольнымъ координатамъ, то, принимая 
во внимане большое удобство, которое во многихъ изслфдованяхъ 
доставляетъ однородность, не слфдуетъ бояться небольшого труда, 
съ которымъ сопряжено введене еще одной перем$нной 1. 


Если въ уравнени, приведенномъ къ однородному виду, по- 
ложить / = 0, то остается лишь однородное уравнене между Х и У, 


й 


которое опредЪляетъ отношене г для безконечно удален- 


Х 

ныхъ точекъ кривой (для нихъ /=0); этимъ еще разъ устанавли- 
вается то обстоятельство, что на направленя, въ которыхъ кривая 
простирается въ безконечность, (направлен1я ея “асимптотъ) оказы- 
ваютъ влян!е лишь члены высшей степени въ ея уравненйи (если 
послфднее еще не приведено къ однородному виду (8 17, стр. 237). 

Кром координатъ точекъ, были. введены ($ 11) координаты 
и, о прямой лини, опред$ляемыя равенствами: 


1 1 
Ее 


принципъ двойственности требуетъ, чтобы и ихъ сдфлать однород- 
ными путемъ подстановки 
=—) =>. Та 
1”? 
ЗдЪсь удобство однородности еще очевиднфе, такъ какъ для того, 
чтобы выразить, что прямая должна проходить черезъ начал, до- 
статочно лишь положить И’ =0, а (и У оставить произвольными; 
между тфмъ координаты и, у становятся въ этомъ случа безконеч- 


РИА 


но большими (стр. 140), такъ что вмЪфсто нихъ а: > случая 


| №-. >= 5 © 
нужно было вводить отношене — =-- чт; У 
о 


гк 


`Уравнене 4) (стр. 140) 2 


\- 


я 


их у 1-6, ); 
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представляющее собою услове того, что точка (х, у) лежитъ на 
прямой (и, 9), преобразуется теперь въ слБдующее: 
(ОХ -- ТУ ИИ=0 2) 

и обнаруживаетъ совершенную симметр!ю, такъ что можно сказать: 

Если дано уравнене прямой въ декартовыхъ координатахъ 
Х, У, И, то коэффищенты этого уравнен!я суть не что иное, какъ 
координаты (однородныя) (, Г, Й’ названной прямой. Если же 
дано уравнен!е точки въ тангеншальныхъ координатахъ О, Й, Й,, 
то коэффищенты тождественны съ координатами (однородными) 
Х, У, Г. этой точки. 


Если внимательно всмотрфться, то введен!е однородныхъ ко- 
ординатъ, съ геометрической точки зрфн!я, основывается на томъ, 
что кь двумъ осямъ координатъ присоединяется еще без- 
конечно удаленная прямая, въ качествЪ третьей оси координатъ. 
Въ самомъ дФлЪ, подобно тому, какъ для каждой точки на оси 
абсциссъ У=0 и для каждой точки на оси ординатъь Х=0, такъ 
теперь для каждой точки на безконечно удаленной прямой /=0. 
Или же подобно тому, какъ начало имфетъ уравнене Й”’= 0, такъ 
для точки пересфченя оси абсциссъ съ безконечно удаленной пря- 
мой получается уравнене И = 0, а для точки пересфчен!я оси орди- 
натъ съ безконечно удаленной прямой — уравненше Г = 0. 

Съ этой точки зрня посл5днее обобщен!е системы коорди- 
натъ, которое намъ предстоитъ, кажется вполнф естественнымъ. 
Необходимо ли въ‘ качеетвЪ третьей оси брать безконечно 
удаленную прямую и не можетъ ли ею быть и какая-нибудь 
другая прямая? Другими словами, нельзя ли воспользоваться ка- 
кимъ-либо треугольникомъ, какъ основашемъ для опредЪ-— < 
лен!я координатъ, разсматривая его стороны (неограниченно, про- 
долженныя), какъ оси координатъ, и принимая углы его за ‹кобр- 
динатные углы? с 56” 

Эти вопросы проложили путь теор трилинейньхь коор- 
динатъ. По началу исходятъ изъ какой-нибудь прямбугольной си- 
стемы координатъ; но для того, чтобы можно , ‚было располагать 
впослфдств!и буквами х, и, обозначаютъ прямоугольныя координаты 
черезъ &, % и берутъ затфмъ какя-либо три `линейныхь выражен!я: 


280 $ 21. ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТ!Я О КООРДИНАТАХЪ И Т. Д. 


х=а,5 я с, 
у = 455 -- м - <> 3) 
х=а.6 + м - 63. 

Тогда уравненя х=0, и=0, х=0 представляютъ три пря- 
мыя и услов!е, что посл5днН!я не пересЪкаются въ одной точкЪ, но 
образуютъ треугольникъ, состоитъ, согласно 58 10-му (стр. 137), 
въ томъ, что составленный изъ коэффищентовъ опредфлитель 

|4, В, С, 
А=|@., В, с, 
Вась 6% 


3) 


отличенъ отъ нуля. Это услов!е есть единственное, но совершенно 
необходимое предположене. Если теперь, вмЪсто & и м, ввести въ 
качествЪ координатъ величины х, у, 2, то немедленно же созда- 
ется трилинейная система координатъ, такъ какъ равенства х = 0, 
/=0, х=0 являются теперь уравнен!ями сторонъ произвольнаго 
треугольника. 

Легко усмотрЪфть и геометрическое значен!е трилинейныхъ ко- 
ординатъ. Пусть точка Р опредфляется координатами —соотвЪт- 
ственно—х, у, хи ,\, и пусть А,, А., А, будуть опущенные 
изъ нея (не начерченные на фигурЪ) перпендикуляры на три стороны 
х=0, и=0, х=0. Тогда, согласно 3’) $ 9-го (стр. 123): 


+3 Е 45 Е Вт и. 
1 о 19 
Уд, + В? 
т. е. 
- 
Уд. В? 
такъ что 
х=А,. Уа. тр ?; „ 
1 ео, < 
точно такъ же у 
И - у=А, . Га, ЕВ. 
ИГ. 18. х=А,. У р.?, 


т. е. трилинейныя координаты равны перпендикулярам на стороны 
треугольника, соотвфтственно умноженнымъ ыы мно- 
жители. © 

Можно сдЪлать эти множители равными” ‘если три линейныя 
выражен1я 3) взяты въ форм Гессе (Ср. 121); тогда х, и, х 
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суть самые перпендикуляры. Впрочемъ, въ такомъ ограниченги вовсе 
нфть необходимости и—въ интересахъ общности—оно отнюдь не 
рекомендуется. Достаточно положить координату х равной произве- 
деню опущеннаго на одну изъ основныхъ сторонъ перпендикуляра 
и нЬкотораго постояннаго, но въ остальномъ произвольнаго мно- 
жителя; то же относительно и и 7. 

Три координаты х, и, $ не будутъ независимыми другъ отъ 
друга, ибо, если уравненя 3) умножить по порядку на миноры 
С:, С, С, соотвЪтствующе элементамъ с,, с», с, опредфлителя А, 
то получимъ (стр. 251 и 252): 

ХС, УС, + <С. =А. 5) 

Можно поэтому х выразить черезъ х и И и такимъ образомъ 
изъ основного треугольника, устранивъ одну изъ его сторонъ, вывести 
систему координатъ, которая въ существенномъ совпадаетъ съ косо- 
угольной; вмЪсто этого предпочитаютъ, однако, и трилинейныя ко- 
ординаты сдфлать „однородными“; для этого подставляютъ сначала 
вмЪсто & и т, какъ и раньше, выражен]я 

Хх й 
5=5, Пер» 
затфмъ правыя части равенствъ 3) умножаютъ на / и вводятъ, въ 
качеств однородныхъ трилинейныхъ координатъ, три линейныя 
однородныя функщи 
х=а ХАУС 
и=а. ХУ си За) 
х=а. ХЕ У-С.И. 
Такъ какъ въ равенствахъ За) Х, У, Хи ^Х, ХУ, ХИ выражаютъ 
одну и ту же точку, то это относится также къ координатамъ 
х, у, хи Ах, №, №; равенство 5) теперь, разумЪется, отпадаетъ. 

Если по методу 5 20 (стр. 268) разрЪшимъ уравнен/я за)’ 
относительно Х, У, /, обозначая, какъ и тамъ, миноры опредфли- 
теля А черезъ А, А, и т. д., то получимъ: е; 

А. Л=А,х-- Чу 4х 5 
А. У= Вх - Вьи + Вх " $ 35) 
д. 7=С.х-+ С++ Сх, ву 
что даетъ возможность обратно перейти отъ ‚трилинейныхъ коор- 
динать къ однороднымъ прямоугольнымъ координатамъ. Дълене 
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приводитъ затфмъ къ прямоугольнымъ координатамъ въ собствен- 
номъ смыслЪ слова: 
Е А _ Ах Ау + Ч 
И Сх+Сл-+Сх 
У Вх Ву Ва 
ше? № С,х + Су -+ Ск 


Что же такое теперь трилинейныя координаты пря- 
мой лин!и, или— вфрнфе— какъ цфлесообразнфе ихъ опредФлить? 
Пусть (И, Г, /’ будуть однородныя координаты прямой въ прямо- 
угольной систем координатъ, которою мы пользуемся сначала, 
такъ что, согласно соотношеню 2), равенство 

ИХ + РУ й’2=0 
будеть уравненемъ этой прямой. 

Пусть, далЪе, и, ®, и будутъ — подлежашия еще опредфле- 
ню — трилинейныя координаты той же прямой. Тогда мы въ осно- 
ванне положимъ предположене, что выражен!е 


ИХ ГУ- И 
преобразуется въ выражен!е 
их + 9и + их, 
такъ что имфетъ мЪсто тождество: 
ИХ-+ГУ- ИЙ=их + чу их. 6) 
Если подставить сюда выражен я За), то получимъ: 
ИХ-ГУ- ИЕ =(а и ао а) Х 
Е (и о Ви) У 
+ (Си-со + су) 2. У 


Такъ какъ это тождество должно существовать для каждой 


точки Х, У, И, то оно распадается на три равенства: АЯ 
<\ 
— х 
И=аи + а.о + аш © 


ГЕБи + Во ыя \©7 3) 
И’ = си - со -- сум \ 

откуда, наконецъ, разрфшая эти уравнен!я ‚относительно из, и, 

получаемъ: ох Е 
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А.И = 0О- ВРС 
до ВИО За) 
А. и= А.И + ВРС. ИУ. 

Остается разрфшить еще послфднЙ вопросъ. Какое геометри- 
ческое значене имЪютъ, въ дЪйствительности, введенныя такимъ 
образомъ трилинейныя координаты и, 9, % прямой лини? 

Для того, чтобы отвфтить на него, представимъ себЪф какую- 
нибудь прямую съ координатами и, 9%, ш, сл$довательно, выражен- 
ную уравненемъ (на фиг. 78 прямая ДЕР): 


их чу В их =0. 


Для точки О) х=0, такъ что: 


у - их = 0 ИЛИ ре 


Но, согласно равенствамъ на стр. 280: 


+ 
И р 
| 4.2 -Р р.? 
гдЪ Л обозначаетъ постоянный множитель аи 
Уа,? -| 6.2 


ДалЪфе, чертежъ показываетъ, что 


р =-ОС лы у 
= ДВ .зтВ. 
Поэтому 
аы зп ОВ ) ОВ 
т ТТ, ШУРТО 
Ут В - | 
ЗА: ТЕТ слфдовательно, есть постоянная величина |, 
5 
А 
такъ что, окончательно: < 
УЙ ) ОВ Е ©) 
р -— Иа 
и ы оС’ 67 
т. е., если и, т, м суть координаты прямой [, то отношене — 
©” УИ. 


равно умноженному на постояннаго множителя пробтаму отношенйю 

точки ея пересфченя Г) съ основной прямой х=0 относительно 
к 

вершинъ В и С основного треугольника, лежащихъ на этой’ основ- 


С 


ной прямой. ль АТ 1% 
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00 ® М 
Аналогичное имфетъ м$сто, конечно, и для отношенйй — и —. 
би” 


Преобразован!е координатъ отъ одного тре- 
угольника къ другому. 

Пусть снова х, у, < будутъ координаты какой-нибудь точки Р 
относительно нашего треугольника, а х', И’, "—координаты той же 
точки относительно какого-нибудь другого треугольника. Посл дня 
при этомъ должны быть связаны съ прямоугольными координатами 
Х, У, И уравненями такого же вида, что и За), но лишь съ дру- 
гими коэффищентами 4',, В, ит. д., такъ что 

х=а ХС 
= а. У-с.Й 
х=азА В.С. 

Если подставить сюда результаты обращеня формулъ За), 

т. е. выраженя 3Ъ), то получатся искомыя формулы преобразования: 


Хх’ =а,х -- ВУ 1.5 


у = вх | Би Тх 7) 
Хх = ах -|- Ви ЕТ, 
ГДЪ 
в — 214, 2.2 Е с: ит. д. 


Отсюда теорема: 

Переходъ отъ одного треугольника къ другому 
выполняется съ помощью нЪкотораго однороднаго 
линейнаго преобразован1я. 

Это прежде всего справедливо относительно координатъ то- 
чекъ. Для координатъ прямой доказательство ведется вполнЪф ана- 
логично, но удобнфе исходить изъ тождества: 


их оу ихних уу их, 


„А 
которое посл подстановки выраженй 7) немедленно т 
къ формуламъ: и 
и=а и Ра аи дс @ 
= Вии’ -- Во’ Вым а Та) 
= Е ло 1. < 
\\У 


При разсмотрфнныхъ здфсь трилинейныхъ ‚„координатахъ, ра- 
зум$ется, имфетъ смыслъь лишь однородное уравнеше между Хх, и,х 
или соотвфтственно между #, т, 1, такъ какъ ‘Зажны только отношен!я 
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х:и:5 или и: 0:1. Линейный переходъ отъ треугольника къ тре- 
угольнику доказываетъ также, что здЪсь, какъ и раньше, степень урав- 
нен!я кривой совершенно не зависитъ отъ системы координатъ. Пре-. 
имущество трилинейныхъ координатъ по сравненю съ прямоуголь- 
ными состоитъ въ ихъ большей общности, которая позволяетъ про- 
изводить путемъ преобразованя болфе глубокмя измфненя фор- 
мы уравнен1я, чфмъ это возможно при прямоугольныхъ коорди- 
натахъ. Впрочемъ, слфдуеть запомнить, что трилинейныя коордн- 
наты отнюдь не являются совершенно отличными отъ прямоуголь- 
ныхъ: какъ было разъяснено вначалЪ, послфдня немедленно же 
получаются изъ первыхъ, если за одну изъ сторонъ (х=0) основ- 
ного треугольника принять безконечно удаленную прямую, а двЪ 
друпя стороны взять взаимно перпендикулярными. 


Истинный характеръ трилинейныхъь координатъ особенно вы- 
яснится въ послфднихъ параграфахъ этой книги; сложное геометри- 
ческое значене этихъ координатъ, по сравнеНмю съ совершенно 
простымъ опред$лешемъ прямоугольныхъ координатъ, позволяетъ,.. 
однако, заключить, что он должны служить для особой ц$ли. 


Н$которыя примфнен!я трилинейныхъ коорди- 
натъ. 


Теорема. Если Р, (х,, и,, <.) или Рь (хо, и», <.) суть ка- 
к1я-нибудь двЪ точки, то произвольная точка. 
Р(х, у, <) на соединяющей ихъ прямой представля-. 
ется формулами [ср. формулы 3) $5 5-го]: 

х=х, Ах, у=у, Е ^у., <= а М. 8) 


\» 
^7 


2х 
АЗ 
Доказательство. Пусть и, 9, % будутъ координаты эт ой, 


прямой. Такъ какъ она проходитъ черезъ точки Р; и Р,, тру 


©) 
их, и | и, =0 ХУ 8а) 
их. -- чу | их. = 0; © 
х СА» 
слЪдовательно, также: © 


и (х, Ах») о (и! Е №.) + и и - 0, 


т. е. точка м, | Ах,, и - А, ха - № тоже” лежить на прямой. 
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и, 9, и, иными словами, каждая точка, опредфляемая равенствами 
8) лежитъ на этой прямой *). 


‘Взаимная теорема. Если’ 1 (и, %, %,), (1%, %, %.) 
суть как!я-нибудь двЪ прямыя, то произвольная прямая [(и, 9, 1), 
проходящая черезъ точку пересфченя прямыхъ Ди А, предста- 
вляется формулами: 


= КА, = м, = А. 9) 
Доказательство вполнф аналогично предшествующему. 


Теорема. Если въ формулы 8) по порядку под- 
ставить вмЪ сто ^ четыре значен{я Л,, ^,, Аз, № и обо- 
значить полученныя точки черезъ О, О, О., О., то 


0—2) ( Е. (7, —^,) 


двойное отношенше (0,О0.О.О,) = ——— ии т [см. равенство 
3 27 \ “4 1 


3) $ 10-го]. 


*) Нужно еще доказать, что и, обратно, координаты любой точки, 
лежащей на нашей прямой могутъ быть представлены въ видЪ 8). Пусть 
х., у,, 3 будетъ точка нашей прямой; тогда 

их, Е чу, - их. = 0. (1) 

ЗамЪтимъ, что вмЪсто координатъ .х., у., 4., какъ было выяснено выше, 
всегда можно взять любыя пропорщональныя имъ количества. Какъ мы 
знаемъ, координаты прямой в, 9, и не могутъ всЪ три быть равны нулю. 
Положимъ, что чи не равно нулю. Тогда опредЪлимъ числа и у такъ, чтобы 

хз = их, Е Ух, Уз = 9, - 9. (11) 
Умножая тогда равенства 8а) соотвЪтственно на ли %, вычитывая изъ 
равенства (!), получимъ, въ виду соотношений (!!): 

и (43 — их. — \,) = 0; 
а такъ какъ хи -{ 0, то 
< 3 = [44. Е “5. . 

Итакъ, координаты всякой точки нашей прямой могутъ быть предста 
влены въ видЪ . 
хз = ых, + 9х, из = м, Е У, 4 = ид. -- \.. \ 
Если / = 0, то мы получаемъ точку (ух,, чу, , %х,), совпадающую< СЪ точ- 
кой (х., у, <.). Если же и =Е 0, то мы можемъ ба а 


74 < 


—_ 


` 


Я 
Хз, , 43 На / и тогда получимъ, полагая | =. $ у 


+ 


хо =, Аж, Уз = А, <= ЗО", 
Представляемъ читателю самому разобраться. , ВЪ, ‚Тоемъ случаЪ, когда 
встрЪчаютъ затрудненя въ рзшени уравненй (1) относительно {л и. 


к оминано 
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Доказательство. Если въ формулахъ 8) сдфлать преоб- 
разоване За), то для Х, У, ( будуть имфть м$сто аналогичныя 
равенства, такъ что 

Х = Хх. АХ,, У = 7 а ^У., И = 0, = А, 
и отсюда: 
Хх х-^АХ, 


ея ря = 25% 

т. е. абсцисса точки, отв$ёчающей значеню Л, есть линейная функ- 
щя оть А, чфмъ и доказывается теорема (въ силу 5 1). 

Теорема. Если въ формулы 9) по порядку под- 
ставить вмЪфсто ^ значен1я ^,, Л., ^№., №, то двойное 
отношен!е четырехъ полученныхъ лучей Д., 1.5, 14, Ё. 
03—21) 0, —^,) 
(8 —^,) (№ —^,) 

Доказательство. Преобразован!я 3с) даютъ: 

=, +0, Г=И, + ХИ,, Р=И, + )И,,, 

поэтому 


представляется выражен!емъ 


В. 
ГИ». 
т, е. угловой коэффищентъ т = и есть линейная функщЯя отъ ^, 


чфмъ доказывается теорема. 
Положимъ, въ частности, А, ==0, Л, = с, А, =—^,: тогда 
двойное отношене равно — 1, т. е.: 
Четыре точки Р, (х,, Ул, 51),  РЬ (хо, И», &), Ра (м Ах, 
и -- АУ», < Е №) и РАО — Ах, 9: — М, д — №) образують 
гармонический рядъ; равнымъ образомъ, четыре прямыя Д (1, 91, %), 
А (и, 9, и), (и Ам, №, и + №) и (и — №, 
9 — №5, и ^и.) образуютъ гармоничесый пучекъ (стр. 138 


внизу). 
Положимъ въ основанйе координатный треугольникъ АВС и 


возьмемъ какую-нибудь точку Р, (х., И,, <.). Лучи, проведенные 
черезь одну изъ точекъ 4, В, С и черезъ точку Р.з<иМыють 
уравнен!я: вх 
у -— Ху: =0, дд. — 2, =0, ху, — ух. =, 
Согласно предшествующей теорем, "разра > черезъ вер- 
шины четвертые гармоническе лучи выражаются: они 


у Ни: =0, дм. Ех. =0, хи, ЗЕ, = 


У 


ео 
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Они образуютъ вм$стЬ съ предшествующими тремя лучами 
шесть сторонъ полнаго четырехугольника. Одна вершина есть точка 
Р, (х., и.,2,), вторая есть точка Р. (х,, —и1,, —<5:), въ которой 
пересфкаются три луча 


хх. Ех. =0, ху, ух, =0, ух, — <4, =0. 


Подобнымъ же образомъ получатся точки Р; (—х,, + 1,, — 5) 
и Р4(—х., — и, -7.), какъ точки пересфченя лучей: 


ху, + ух, =0, у. ху, =0, 4х, — ж, =0 
ху: — ух =0, ух +: =0, дх, Е ж, = 0. 


Эти четыре точки 


Ра, аа» Ех, — ме ал Сети) 
В, — 


такимъ образомъ, суть четыре вершины полнаго четырехугольника, 
дагональный треугольникъ котораго совпадаетъ съ основнымъ тре- 
угольникомъ. Координаты вершинъ по абсолютной величинЪ совпа- 
даютъ, въ силу чего ихъ называютъ также четырьмя точка- 
ми, расположенными симметрично относительно 
основного треугольника. Если основной  треугольникъ 
снова составленъ изъ безконечно удаленной прямой и двухъ взаим- 
но перпендикулярныхъ осей координатъ, то эти четыре точки въ 
дфйствительности будутъ расположены симметрично относительно 
осей, ибо ихъ прямоугольными координатами тогда будутъ числа 
ОНИ +5 — 9, 35; —49;.—=м, ЧУ. 


Совершенно аналогично этому, четыре прямыя 


и, 9, и Тыл Що -® 
—и — 9, + 
«У 
называются симметричными относительно основного треугольника. 
ОнЪ образуетъ четыре стороны полнаго четырехстарониниь: аодаго- 
нальнымъ треугольникомъ котораго также является основной тре- 
угольникъ. 9 
Въ заключене разсмотримъ еще двЪ задачи \которыя попутно 
покажутъ удобство примБненя трилинейныхъ координатъ. 
Первая задача. Требуется найти ВидЪ. уравнен!я кониче- 


скаго сЪченя, ель черезъ как!я- нибуль три данныя точки. 
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Р5Ъшен!е. Примемъ эти точки за вершины координатнаго 
треугольника. Общее уравнен!е коническаго сЪчен!я имЪетъ видъ: 


ах” -- 2а ху - ау? За, зхх - За,3ух + аз = 0. 
Если коническое сЪчеше должно проходить черезъ вершину 
у =0, х=0. то путемъ подстановки найдемъ, что 4, =0. Анало- 
гично этому, 4.. =0и а..= 0. Сл5довательно, искомое уравнене 
имфетъ видъ: 


ФИ -Ь. хх с.ху = 0. 
Зам чан{е. При переход отъ трилинейныхъ координатъ 
къ прямоугольнымъ равенства х=0, у =0, х 
собою не что иное, какъ уравненя трехъ прямыхъ, соединяющихъ 
попарно три данныя точки. Въ этомъ смыслЪ можно и уравнене 


ау 6-хх | с.ху=0 

разсматривать, какъ уравнен!е въ прямоугольныхъ координатахъ, 
если въ немъ вмфсто х,1,2 подставлены ихъ линейныя выраже- 
ня 3) черезъ Ё и м. При этомъ х, и, < представляются какъ бы 
сокращенными обозначен!ями для этихъ линейныхъ выраженйй ($ 10). 

Вторая задача. Требуется найти видъ уравнен!я кониче- 
скаго сфчен!я, которое касается двухъ данныхъ прямыхъ въ дан- 
ныхъ точкахъ. 


РЪшен!е. Примемъ дв данныя касательныя за стороны 
у=0, 3=0 и прямую, соединяющую точки касаня, за сторону 
х =0 основного треугольника; такъ какъ кривая должна проходить 
черезь вершины х=0, у=0 и х=0, {=0, то, какъ и выше, 
а. =0, а.. =0. Поэтому уравнене принимаетъ видъ: 


44 1х” -- 2аоху -- 2азхх Е 2а.зух = 0. 

Если положить здфсь и = 0, то получимъ: а,.х* -- 24.35 = 0, 
такъ что либо х=0, либо 4.,х -- 24,35 =0. Но такъ какъ Примак 
у=0 должна быть касательной, об точки пересфчен!я должны 
совпасть и послфднее равенство также должно свестись к’ра- 
венству х=0. Такимъ образомъ, а,.=0 и точно такъ меб» = 0. 
ВслЪдстве этого уравнен!е кривой получаетъ простой. видъ: 


о 
ж—^.1=0; м 
5 Ио 
это уравнеше, собственно говоря, еще проще, ч$МЪ отнесенное къ 
^^“ у 
центру, такъ какъ содержитъ лишь два члена > Если принять, что 


19 


290 $ 21. ОБОБЩЕН!Е ПОНЯТИЯ О КООРДИНАТАХЪ И Т. Д. 


прямая х = 0 совпадаетъ съ безконечно удаленною прямою, то пря- 
МЫЯ и=0 и {=0 становятся асимптотами, и мы получаемъ 


1/- Х = с0п$4.; 


это есть уравнен!е гиперболы, отнесенной къ асимптотамъ [см. 
уравнене 8) 5 16-го]. 

Если, далЪе, предположить, что одна изъ касательныхъ х=0 
совпадаетъ съ безконечно удаленной прямой, то кривая будетъ па- 
раболой, и мы получимъ 


х? —^.иу= 0; 
это будетъ ея уравнене, отнесенное къ какой-нибудь касательной 
и кь д!аметру, проходящему черезъ точку касанйя [см. уравнене 6) 
$ 16-го]. 
Такъ какъ координаты х, у и 7? пропорщональны перпенди- 


кулярамъ, опущеннымъ на стороны основного треугольника, то ра- 
венство х? — ^1/; =0 допускаетъ слЪдующее простое толкован!е: 


Отношене прямоугольника, построеннаго на двухъ перпенди- 
кулярахъ, опущенныхъ изъ точки кривой второго порядка на двъ 
данныя касательныя, къ квадрату, построенному на перпендикулярЪ 
изъ этой же точки на проходящую черезъ точки касаня сЪкущую, 
совершенно не зависитъ отъ положен!я точки. 


Задачи. 


1. Основной треугольникъ имфетъ стороны а,6, с. Въ каче- 
ств координатъ точки Р берутся перпендикуляры х, у, <, съ усло- 
в1емъ считать каждый изъ нихъ положительнымъ, если точка Р ле- 
житъ съ той же стороны отъ соотв$тствующей основной прямой, что 
и противолежащая вершина. Требуется вывести уравненйя 1) безко- 
нечно удаленной прямой, 2) описаннаго круга, 3) трехъ высоть”” 


2. Дано коническое сЪфчен!е: Л о 
1” + 24 .ху -- ау" 2а 3-Е 2а53/< -- Чи == 0. 
(8 — 


Найти услове того, что основная прямая 5 = 0. \перес5каетъ его 
о\ 

въ двухъ вещественныхъ или въ двухъ Е въ двухь сов- 

падающихъ точкахъ (въ послфднемъ случаф. касается). Вывести при- 

знаки эллипса, гиперболы и параболы 5 17- ох какъ частный случай. 
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3. Пусть основной треугольникъ задачи 1. будетъ равносто- 
роннимъ. Предположимъ, что онъ повернутъ вокругъ центра тя- 
жести на 1805. Требуется вывести формулы преобразованя коор- 
динатъ. 


$ 22. 


Теор!я полюса и поляры. 


Четырехугольники, вписанные въ коническосе сЪчене и 
описанные около него. 


ОпредЪлен!е 1. Поляризовать членъ х? — это значить по- 
ставить на его мфсто произведене х.х,. 

Опред$ ленуе 2. а члень ху — это значитъ 
хх, - 9 

й 

2ху, т. е. ху-- ху, должна быть подставлена сумма х. ух, .1 

Опред $ лен!е 3. 

Поляризовать квадратичную форму: 


Е(х, у, )==ах- 2аоху- ау? + 2азхх Е 2азух ах 1) 
—это значить вмЪсто каждаго члена ея подставить его полярное 
выражен:е. 

Такъ получается полярная форма: 


аахх, Е аи» (ху, + х! у) Е аи, + аз (хх, - 5х,) 
+ 453 (уха Е ХИ) + Чаи. 1) 
[Если функшя Г не однородна, то полагаемъ х=х, =1. Ср., 
напримфръ, лвую часть уравненя 7) $ 14-го, стр. 191.] 


поставить на его м$сто выражене ^ Поэтому вмЪсто 


Полярную форму 1") мы будемъ обозначать черезъ ф (х, у, 5; 


о <.) или же — коротко — черезъ ф(х; х,), при чемъ х замо 


няетъ рядъ х, у, <, ах, — рядъ х,, и, <.. Изъ опрел$ленЯя, . @>> 
ъдержащагося въ выражен!и 1’), немедленно вытекаютъ сльдуюя 


свойства: 6” 
1. Имфемъ: _@& 
- = 
+(#; О хо 
т. е. при перестановк5 обоихъ рядовъ перемфнных х, мо 


х,, И, <, форма не измфняется. Полярная форма иметь „ИНВоЛЮ- 
[53 о 
айонный“ характеръ. 
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2. Если сдфлать оба ряда тождественными, т. е. положить. 
жЖ=Х, И, =9, 4. =<, ТО полярная форма преобразуется снова въ. 
первоначальную форму, такъ что: 

ф(х; х) = Е(х, у, <). 1°) 

Форма ф(х; х,) является „билинеарной“ въ томъ смыслЪ, 
что она линейная, какъ относительно ряда х, 1, х, такъ и относитель- 
но ряда х,, и,,<.. Если расположить ее по степенямъ х, 1, Хх, то 
получимъ: 


ф(х; х,) = (ах, + ау, Каз )х + (вах, аз, Разд я- 
+ (азах, + азоу, - 9331) <; 2) 


равнымъ образомъ также: 


ф (х; х,) == (ах Разина х, + (ах, + ая Ради 
+ (@;.х - 4:29 - азз Хи. 2.) 


Коэффищенты при х., И, <, ВвЪ этомъ выражении: 


и =аих- 4127 - 4.34 

и=ах аи - 4535 3) 

и = азх Е аз -Р @зз< 
намъ хорошо извфстны изъ формулъ За) и 4) 8 17-го (стр. 223, 
224). ОпредЪлитель 


| ба’ Ч 12, @13 
Р = а, а», аз 

` @з1, @з2, аз 
тождествень СЪ введеннымъ на стр. 225 „большимъ дискриминан- 
томъ“. Въ виду его симметричности (415 = 451, аз = за, 423 = аз} 


онъ имфетъ лишь 6 различныхъ миноровъ, именно, 


ей 2 
А: = 4.» . @зз — @5з 
Е 2 
Аз == @зз - @11 — @з, 
ь.. 2 
А; = 41-4, — 412? (433 совпадаетъ съ прежнимъ А) 


А 
Ь = о — С з1 * @3э — @зз : @12 4%) 
о, —=4..0, — 9, д 
А... = А... = а... а. — Чо а ©: 
1: 23 ' 21 29 *Я 31 * С 
„= А, | < © 


Если воспользоваться этими выраженями, то уравненя 3) по 
разръшени ихъ относительно х, и, < дадутъ (стрёс: 269): 
< 
Э.х= АА Анис \\ 
О.у= Чаи Чо - 4, 
о. ОЖ 
Р.х = Ани Чо Ем. 
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Равенствамъ 3) соотвЪфтствуютъ равенства для второго ряда 
яерем$нныхъ х,, и,, 3, именно: 


и = а, 1х, 4159, -- 31 
9; = Чл, Е 4,51, Е 4535 3) 
1 = @зах, - 435, -- @ззАа, 
рЬшене которыхъ относительно х,, И,, <, даетъ: 
В. = Чи + Чл, Аз 
В. у: = Чи + Чо, | Чи 5) 
В. = Чищ + Чу, + Чл. 
Формулы 3) и 3’), согласно равенствамъ 2) и 2"), даютъ воз- 
можность представить функшю ф(х; х,) въ слБдующемъ вид: 
ф(х; м.) = их, Ро, аа =щх-ии Нид; 6) 
если подставить сюда вм$сто х, у, х выраженя 95) или вм5сто 


х., И, 2, выражен1я 5’), то оба раза получимъ одинъ и тотъ же 
результатъ, именно: 


| 
ф(х; х) = О [Али НА (и, Ни) Аооо, Аз (и, ии) 
-Е Ч, з(оил - ши, ) - Аза]. 


Наконецъ, если оба ряда х, и, 5; х,, И,.<., слБдовательно, и 
оба ряда и, т, и; и ,%,, и, тождественны, то получаемъ: 


7) 


@ (5:-х) =ЕР(х,ч, 5) -т [4,1 2Аьию -- 4,59? + Азии 
-- 2,9 + 4.3]. 


Форма, получающаяся отсюда посл удален!я 
знаменателя /): 


9 (м, о, и) == 4.11? —- ЗА ами —- М —- 24 вито -- 
-- 24 0-Е 43? 9) е 


и. 


называется взаимной формой по отношен!юс къ 
ЕС (х, и, <). Она играетъ чрезвычайно важную роль не только “ЗДЪсь, 
но и во многихъ другихъ математическихъ дисциплинах, Со- 
тласно разсужденямъ $ 20 (Опредфлители) зависимо сти между ко- 
эффищентами 4.,, 4,2... первоначальной формы и ‚коэффищентами 
А,., 4,5... взаимной формы обратимы, если В саитать МНОжЖи- 
теля ). ИмЪемъ: АСУ 


7 
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Раз = 4..4, — 4,7 
Ра, , = Ваз! = ЧА, — Ч 
Ра»: = Раз, = АА — 4.43 

Ваз: = Ваз = 434, — ЧА. 

Поэтому: взаимная форма относительно взаимной формы есть. 
первоначальная форма, умноженная на /). Такимъ образомъ, объ. 
формы (если множитель Г) отличенъ отъ нуля) двойственно— вза- 
имны другъ съ другомъ. 

Два частныхъ случая. Во-первыхъ, если ЁР(х, у, Хх) есть. 


такъ называемая „чистая форма“, т. е. если а. =а.3 = аз: = 0, 
такъ что: 


12 


> Со. 2 2 > 
ЕР(х, у, )=а ах? - ау? аз, 
то, согласно равенствамъ 4), также и .4,. = 4; = 4. =0, при чемъ 
Ан = аз, 45 = @зз@1, Чзз = @1@о. 
Взаимная форма оказывается поэтому также „чистой“: 
В 2 а 2 2 у- 
У (и, ч, 0) = 4.12 + 45,9 + и = ее -- 4.34, 19? + а, 14520 
=. ПА -@ (;—  — и) 
11 р 2 33 
Ч: 422 @33/ 
т, е. вм5сто коэффишентовъ 4,,, @.., 43. появляются, коротко 


говоря, ихъ обратныя значеня, и подчеркнутая выше двойствен- 
ность очевидна. Во-вторыхъ, для формы: 


Р(х, у, <) =ху- № 
а =. = аз = а: =0, @,,=1, аз =^. 


Тогда, согласно равенствамъ 4), 


ке 
Ан=Аь=Ав=Аз=0, А =Ь—^, Аз =— 9” 


Поэтому, согласно равенству 9), с? 
«У 


% (и, т, *)-- бычечбьВВ 57). 
©’ 


Если въ форму 1) вмЪсто х, и, < подставить результаты линей-- 
наго сочетан!я обоихъ рядовъ х, и, хи Х1 а т. е. положить 


Е=х-рАх,, п=УН А, А. 10) 
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и такимъ образомъ построить выражене 


Е ($, п, ©) = Е(х- Ах, У А, ЗМ), 


то, располагая его по степенямъ ^, немедленно получимъ: 


Вх Аж, У Мы, №) =Ф(х; х) + 2^.-ф(х; х,) 
-- ^?.ф (х,; х,). 11) 
Это разложене можетъ быть, наоборотъ, использовано также 
для опредфлення билинеарной полярной формы $(х;х,) данной 


формы ЁР(х, у, )=Ф(х; х). 


Выведенныя выше формулы содержатъ въ строго аналитиче- 
ской форм изящную теорю полюса и поляры во всей ея 
общности, не зависящую отъ того, отнесено ли коническое сЪчене 
къ прямоугольной, къ косоугольной или къ трилинейной системЪ 
координатъ. Необходимо еще лишь геометрическое толковане, ко- 
торое можетъ быть дано въ слЪдующемъ видф. 

Пусть будетъ дано коническое сЪченше, имфющее въ декар- 
товыхъ координатахъ уравнене 1) Р(х, у, <) =0. Пусть, да- 
лЪе, ху хил, и, <, будуть двф произвольныя точки Ри Р, 
(фи-. 79), относительно положеня которыхъ покамфстъ не дФлается 
никакихъ предположений, такъ что вообще онф не находятся на 
коническомъ сфчени. Тогда, согласно формуламъ 8) 5 21-го, коор- 
динаты &, \, ® какой-нибудь третьей точки на соединительной 
прямой РР, выражаются формулами 10). Если эта точка есть точка 
пересфчення прямой съ коническимъ сфчешемъ, то для опред$ле- 
я ^ ея координаты &, т,  надлежитъ подставить въ уравнене 
Е(Е, т, 5) =0, откуда, согласно равенству 11), получится квадрат- 
ное относительно ХЛ уравнен:е: 


ХР 


ф (х; ху 2^.ф(х; х,) Е №. (х,; х,) =0, 12) 
два корня котораго ^Х, и ^, отв$чаютъ двумъ точкамъ перес5ченя`” 
(не отм$чены на фиг. 79, на стр. 299). АЯ’ 
ФЭ 


Особую важность имфетъ тотъ случай, когда он располо- 
жены гармонически относительно точекъ Ри Р, или, ‘(какъ гово- 
рятъ, когда точки Ри Р, гармонически раздфляются = коническим 
сфченемъ. Тогда точки Ри Р, называютс я \умя соот- 
вфЪтственными или сопряженными полюсами кони- 
ческаго сфчен!я. Согласно стр. 287, два’’ получающихся изъ 
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уравненя 12) значеня Х должны быть равны по абсолютной вели- 
чин$, но отличаться знаками, т. е. полярная форма ф(х; х,) 
должна обратиться въ нуль. Поэтому 


Равенство 
ф (2; ж,) =0 13) 


есть Ус овТе‘ того, что точки Ро а, 
являются сопряженными полюсами коническаго 
съ чен!я. 

ЗамЪчан!{е. При этомъ уравнеше 12) принимаетъ видъ: 


ф (х; х) Е ^?ф (х,; х,) =0 


или, согласно тождеству 1"), 


Е(х, у, <) Е № Е(х,, у, 1) =0. 

Если числа ф(х;х) и Ф(х; х,) имють одинъ и тотъ же 
знакъ, то это уравнеше даетъ для Х два равныхъ по абсолютной 
величин$ и противоположныхъ по знаку, но мнимыхъ значеня. 
Но и тогда Ри Р, называются сопряженными полюсами, несмотря 
на то, что они не раздфляются коническимъ сЪченемъ. Можетъ 
даже случиться, что все коническое сфчене будетъ мнимымъ, меж- 
ду тфмъ какъ сопряженные полюсы все же остаются дЪйствитель- 


ными. (См. стр. 304). 


Каждой точк5 Р(х, у, <) отвЪЪчаетъ неограничен- 
ное множество сопряженныхъ полюсовъ Р, (х,, 91, %,). 
Дъйствительно, на каждомъ проходящемъ черезъ точку Р лучЪ 
лежитъ такой полюсъ — именно, четвертая гармоническая точка къ 
точк5 Ри къ двумъ точкамъ пересфченя луча съ коническимъ 
сфчешемъ. Этотъ же результатъ вытекаетъ аналитически изъ урав- 
нешя 13), которое относительно х,, и,, 4, является п 
слфдовательно, при данной точкЪ Р даетъ для сопряженнаго 10 
люса Р, прямую линю. к 


о 


> 
Эта прямая /, представляющая собою геометри- 
ческое мфсто полюсовъ, сопряженныхъ съдочкой № 
_ 
называется полярой точки Р (фиг. 79). ‹ У 
Ея координаты и, ®, чи опредЪфляются, согласно равенству 6), 
А 
формулами 3). Наоборотъ, каждой прямой /(и,›5, ®) отвЪчаетъ въ 
АА 
качеств полюса н$фкоторая точка В, и, $); которая можетъ быть 
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вычислена путемъ обращен!я равенствъ 3), т. е. съ помощью 
формулъ 5). 

Если точка Р(х, и, <) лежитъ на коническомъ сфчени, такъ 
что Р(х, у, <) =9(х; х) =0, то точка Р сопряжена съ „самою 
собой“, и ея поляра / проходитъ черезъ Р. Пусть ВР, (х,, и, <) 
будетъ какая-нибудь другая точка поляры, такъ что ф(х; х,) = 0; 
тогда уравнене 12) сведется къ равенству ^?.ф(х,; х,) =0 или къ 
равенству ^? =0. ОбЪ точки пересфченя поляры съ коническимъ 
сфченемъ, такимъ образомъ, совпадаютъ съ точкой Р, такъ что: 

Поляра точки Р, лежащей на коническомъ с$че- 
н1и, есть касательная въ этой точкф Р (ср. стр. 192). 

Но и обратно: Если точка Р(х, и, 5) лежитъ на своей 
поляр$ /(1, 9, 0), то Р есть точка коническаго с$че- 
н1я, а [касательная въ Р. Дъйствительно, если въ равенствЪ 
ф (х; х!) =0 предположить обЪ точки Р и Р, совпадающими, то 
ф(х; х,) сведется къ ф(х; х) =Е(х, 4, <). 

Поэтому, если въ равенства 3) вмЪсто х, и, < подставить ко- 
ординаты какой-нибудь точки коническаго сЪченя, то и, 9, чи бу- 
дуть координатами касательной въ этой точкЪ; далЪе, согласно 
тождествамъ 8) и 9): 

Если Р(х, 1, <) =0 есть уравненНе коническаго сфченя въ 
декартовыхь координатахъ, то % (и, 9, 1) =0 есть уравнеше того 
же коническаго сфчен!я въ координатахъ прямой. Первоначаль- 
ная форма и взаимная форма выражаютъ одно и 
то же коническое сфчен1е, первая — въ декартовыхъ, а вто- 
рая — въ тангенШальныхъ координатахъ. 

Въ изложенномъ содержится также строгое доказательство 
того, что каждая кривая второго порядка есть въ то 
же время и кривая второго класса, и обратно 
(стр. 148). «АУ 

Возвратимся, однако, къ общей полярной зависимости, дибли: 
тическимъ выраженемъ которой являются соотвЪтствени о Сравен 
ства 3) или 5). Согласно послфднимъ, каждой точк$ Р отяфчаеть 
прямая / и, обратно, каждой прямой /— точка Р. Если” ВЪ фор- 
мулы 3) вмЪсто точки Р(х, и, Х) подставить какую-+ ибудь другую 
точку Р'’(х, их), то прямая [(и, ч, ч) замфнитсй другой прямой 
Л (и, 9, и). Если же затфмъ вмсто Р подставить какую-нибудь 
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точку (х--Ах, УНА, + АХ) соединительной прямой РР’, то: 
соотвфтствующей прямой будетъ прямая (и и’, э- ^я, А). 
Поэтому [согласно формуламъ 8) и 9) $ 21-го]: 


Если точка Р движется по прямой, то ея поляра 
описываетъ проективный (но не перспективный) пучекъ 
лучей. Если упомянутую прямую пересфчь лучами этого пучка, 
то на ней получатся два проективныхъ наложенныхъ одинъ на 
другой ряда точекъ. Больше того, эти два ряда образуютъ инво- 
лющю, ибо двЪ точки, отнесенныя такимъ образомъ одна другой, 
являются въ то же время гармоническими полюсами и потому до- 
пускаютъ перестановку. Итакъ, если на какой-либо прямой каждой 
точкЪ5 отнести отвфчаюцщИЙ ей гармоническй полюсъ, то получится 
инволющЩонная зависимость. Точки пересфченя прямой съ кони- 
ческимъь сфченмемъ будутъ, разумфется, двойными точками этой 
инволющи. 

Предположимъ, что дв точки Р(х, и, <) и Р, (м, и, 3) 
суть сопряженные полюсы, такъ что выполняется равенство. 
ф(х;: х.) =0. Ихъ поляры опредфляются соотвфтственно равенствами 
3) и 3'); подставляя координаты этихъ поляръ, преобразуемъ урав- 
неше ф(х; х,) =0 въ уравнене, которое получится, если прирав- 
нять нулю функшю 7), т. е. полярную форму взаимной формы. 
Поэтому, аналогично тому, какъ точки Ри Р, гармонически раздБ- 
ляются точками коническаго сЪфченя, такъ и ихъ поляры Ги А 
раздфляются касательными (именно, тЪми, которыя проходятъ че- 
резъ точку пересфченя прямыхъ Ги /[). И подобно тому, какъ на 
каждой прямой при взаимномъ соотвЪтстви сопряженныхъ полю- 
совъ образуется инволющЯя, такъ и для каждой точки при взаимномъ 
соотв$тстви сопряженныхъ поляръ получаются два наложенныхъ 
одинъ на другой пучка, образующихъ инволющю, оны <; 
чами которой служатъ касательныя, проведенныя изъ те |. точки 
къ коническому сфченю. 6 

Изложеннаго достаточно, чтобы показать, что взаимность ИЛИ 
двойственность полярной зависимости представляется ‘Совершенно 
полной, какъ съ геометрической, такъ и съ аналитической точекъ зрЪ- 
шя. НЪкоторую законченность придаетъ ей еще еор!я полярнаго 
треугольника коническаго сЪ чения, состоящая въ СлБ- 
дующемъ: > 
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Выберемъ какую-нибудь точку Р(х, у, <) и опредфлимъ ея 
поляру [(и, 9, %). На прямой [ выберемъ какую-нибудь вторую 
точку Р; (х,, И, 2.) и также построимъ ея поляру ( (и, т, ), 
которая должна проходить черезъ точку Р (такъ какъ точки Ри 
Р; суть. сопряженные полюсы). Тогда точка Р. пересфчен!я прямыхъ 
Ги [1 является сопряженной какъ съ точкой Р, такъ и съ точкой Р,, 
и потому ея поляра /› совпадаетъ съ прямой РР.. Такимъ образомъ 
строится треугольникъ РР,Р., который поляренъ съ „самимъ собою“ 
въ томъ смыслЪ, что каждой вершин$ въ качествЪ поляры отвф- 
чаеть противоположная ей сторона, а каждой сторонф въ качествЪ 
полюса отв$чаетъ противоположная ей вершина. (Такой треуголь- 
никъ называется „аутополярнымъ“). 

Особую важность получаетъ полярный треугольникъ, если его 
принять за основной треугольникъ системы координатъ. Если при 
этомъ точка Р имЪфетъ координаты у= 0, х=0, точка Р, —коор- 
динаты х=0, х=0, точ- 
ка Р.-—координаты х==0, 
и=0, то прямой / будутъ 

отвфчать координаты 

п: чи= О, 

прямой /, — координаты 

о 
прямой [, — координаты 

и—=© 2—0 
Поэтому, если положить 

въ равенствахъ 3)` 


у =0, а 0, 
то, чтобы получить 
2—0. и 
Пете. 
Пе 
Я: = 8 


мы должны имЪть 
Чо; = аз: = 0, 
такъ какъ х ==0. 


Точно такъ же выве- 
демъ, что 4.. = 0; такимъ г” 
образомъ, мы приходимъ къ предложеню: 
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Если основной треугольникъ есть полярный 
треугольникъ коническаго сЪчен!я, то уравнен!е 
посл дняго будетъ „чистымъ“, т. е. будетъ имфть видъ: 


ре. 2 ре 
@11х” - @55° - 4:35 = 0 
или, соотвфтственно: 
2 2 2 
и уе у) 
—+—+-—=0 
41: 122 @3з 


(и обратно). (См. стр. 294). 


Равенства 3) аналитически выражаютъ зависимость между по- 
люсомъ и полярой въ такой формЪ, которая въ смысл$ простоты 
не оставляеть желать лучшаго. Остается, однако, дать еще геоме- 
трическое построен!е для перехода отъ полюса Р къ полярЪ [и 
обратно. Если полюсъ Р лежитъ вн коническаго сфченя, то изъ 
него проводятъ касательныя и соединяютъ точки касан!я; этимъ 
опредфляется поляра (ибо точка касанйя сопряжена съ каждой точ- 
кой касательной, слБдовательно, и съ даннымъ полюсомъ). Если 
точка Р лежитъ на коническомъ сфчени, то поляра совпадаетъ съ 
касательной. Если же Р лежитъ внутри коническаго сЪченя, то 
нужно придумать другое построене. Одно изъ такихъ построенй, 
которое годится и тогда, когда точка Р лежитъ внф коническаго 
сфченя, состоитъ. въ слфдующемъ (фиг. 79). 


Проводятъ черезъ Р какя-нибудь двф прямыя, пересфкаюция 
коническое сфчене соотвЪтственно въ точкахъь О,, О и Оз, Оу, 
и разсматриваютъ эти точки, какъ вершины полнаго четырехуголь- 
ника. Тогда точка Р будетъ вершиной д1агональнаго треугольника 
($ 3), а прямая Р.Р, (соединяющая двЪ друйя вершины) — поля- 
рой точки Р. Въ самомъ дл, этотъ д!агональный тре- 
угольникъ, какъ это непосредственно вытекаетъ изъ гармониче` 


скихь свойствъ полнаго четырехугольника, есть въ то же вре 
мя полярный треугольникъ коническаго съчен 


Если, далфе, въ точкахъ О, О., О., О, построить четыре 
касательныя и разсматривать ихъ, какъ стороны полнаго’ четырех- 
сторонника, то вершины 4, В, С, О, Е, Е послфдияго лежать на 
сторонахъ того же самаго полярнаго треугольника. Дъйствительно, 
точка .4, ‘напримЪръ, есть полюсъ прямой 0,65 проходящей черезъ 
точку Р,. Но такъ какъ прямая РР, есть поляра точки Р,, то по- 
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люсъ каждой проходящей черезъ эту точку прямой, слБдовательно, 
и полюсъ „.4 долженъ лежать на прямой РР,. Другими словами: 

Любыя четыре точки коническаго сЪченя, разсматриваемыя, 
какъ вершины полнаго четырехугольника, и четыре касательныя въ 
этихьъ точкахъ, разсматриваемыя, какъ стороны полнаго четырех- 
сторонника, ‘приводять кь одному и тому же д!агональ- 
ному треугольнику, который въ то же время есть полярный 
треугольникъ коническаго сфчен1я. Согласно 6 21 (стр. 288), тогда 
эти четыре точки расположены симметрично относительно длаго- 
нальнаго треугольника, равно какъ и четыре касательныя; это снова 
связано съ теоремой, что уравнен!е коническаго сфченя, отнесенное 
къ полярному треугольнику, является „чистымъ“. 

Въ качествЪ простого, но заслуживающаго вниман!я слЪдствя 
изъ этой замфчательной теоремы о вписанномъ и описанномъ четы- 
рехугольникахъ, упомянемъ еще теорему: 

Вписанный четырехугольникъ 0,0, О. О, и соотвфтствующий 
описанный четырехугольникъь АВСШ обладаютъ тфмъ свойствомъ, 
что ихъ четыре д1агонали О О., О.О., АВ и СО пересЪкаются 
въ одной точкф Р и образуютъ гармоническй пучекъ. 


2. Развитая выше теор!я полюса и поляры, вЪроятно, доста- 
точна для того, чтобы пролить свфтъ на геометр!ю коническаго 
сфченя. Присовокупимъ къ ней еще н$которыя отд$льныя зам$чан/я: 

Теор!1я сопряженныхъ д!аметровъ содержится 
въ общей теор!и поляръ. ДЪйствительно, если въ качествЪ 
полюса взять безконечно удаленную точку Ри провести черезъ 
нее какой-нибудь лучъ, встр$чаюций коническое сЪчен1е въ двухъ 
точкахъ, то четвертая гармоническая точка будетъ лежать въ о 
рединф хорды. Поэтому середины параллельныхъ хордъ должны 
лежать на прямой, именно, на полярЪ безконечно удаленной ‚точки. 
Если теперь безконечно удаленный полюсъ движется по без НЯ 
удаленной прямой, то его поляра должна вращаться ‚вовругъ по- 
стоянной точки— полюса безконечно удаленной пря ойу каковымъ, 
очевидно, служитъ центръ кривой. А 

Каждая сЪкущая и даметръ, дБляшй `попбламь отсфченную 
на ней хорду, суть двЪ сопряженныя полярыСТакимъ образомъ, и 
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этоть дламетръ вмфстЪ съ д!аметромъ, параллельнымъ сфкущей, 
также представляютъ сопряженныя поляры; отсюда снова вытекаетъ, 
какъ показано было раньше, что сопряженные д!1аметры образуютъ 
инволюшю. Два сопряженныхъ лд1аметра и безконечно удаленная 
прямая составляютъ полярный треугольникъ коническаго сЪченйя, 
такъ что, какъ уже было показано въ 5 16, уравнене коническаго 
сЪченя, отнесенное къ сопряженнымъ д!аметрамъ, должно быть 
чисто квадратнымъ. Если, въ частности, взяты взаимно перпендику- 
лярные сопряженные д!аметры, то мы возвращаемся къ обыкновен- 
ному уравнен1ю, отнесенному къ центру: 
о ЗА ИЛИ и 
а р? И 0" 


Если взять эллипсъ, то изъ равенствъ 3), коль скоро поло- 


— 1 =0. 


и о 
жить въ нихъ х=| и подставить и вм5сто —, 7 вм5сто —, полу- 
ти ® 


чаемъ: 

1. 

р? 

это суть соотношеня между полюсомъ и полярой въ самомъ про- 
сТомЪ ВИДЪ. 


и 
р = == = 


Если, въ частности, вмфсто точки Р взять фокусъ Р(-Ре, 0), то 


е 
получим и= —, 7= О, т. е., согласно равенствамъ 1) на стр. 139, 


а 
=, 4=%. 

Поэтому, согласно равенству 7) на стр. 168: Поляра фо- 
куса есть соотвф$тственная директриса. Касательными, 
проведенными изъ фокуса,. согласно $ 14, являются нулевыя пря“ 
мыя, сл$довательно, въ силу 5 3, любыя двЪ проходяц я через 
фокусъ и взаимно перпендикулярныя прямыя являются сопряженны- 
ми одна съ другой. Отсюда, далЪе, слфдуетъ: Г. 7 

Если черезъ точку директрисы провести обЪ кас `ательныя, то 
хорда касан!я проходитъ черезъ соотвЪтственный фавусь и перпен- 
дикулярна къ проведенному черезъ эту же точку, фокальному лучу. 


Примемъ теперь, что на фиг. 79 точка ‘совпадаеть съ од- 
нимъ изъ фокусовъ; такъ какъ прямыя АВ.и СР взаимно перпен- 
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дикулярны, то теорема, согласно которой АР, СР ОРи О.Р 
образуютъ гармоническ!й пучекъ, въ этомъ случаЪ, принимаетъ видъ: 


Если точку .4 пересфченя какихъ-нибудь двухъ касательныхъ 
и ихьъ точки касаня О, и О, соединить съ фокусомъ, то уголъ 
между двумя послфдними прямыми дЪфлится первой прямой пополамъ 
(см. 5 14). 

Каждая прямая, проходящая черезъ точку пересфченя двухъ 
касательныхъ, полярна относительно хорды касаня. СлЪфдовательно: 
прямая, соединяющая точку пересЪчен!я двухъ ка- 
сательныхъ съ серединой хорды касан1я, проходитъ 
черезъ центръ кривой. (Такимъ образомъ, для параболы она 
тараллельна большой оси; сверхъ того, она параболой дфлится по- 
поламъ, такъ какъ вторая точка пересЪчен1я, которая въ то же 
время должна быть четвертой гармонической точкой, лежитъ безко- 
нечно далеко). 


Любая сЪкущая, параллельная хордЪ касаня, имБетъ съ ней 
обийй сопряженный д1аметръ. Поэтому середина хорды, которую 
отсфкаетъ кривая, лежитъ на названномъ д!аметрЪ. Но такъ какъ 
послЪднйй проходитъ черезъ точку перес$чен1я касательныхъ, то 
каждая середина въ то же время является серединой отрфзка с$- 
кущей между касательными, т. е. два отрЪзка сфкущей, па- 
раллельной хордЪ касан!я, между кривой и каса- 
тельными равны между собой. Если, въ частности, хорда 
касан!я безконечно удалена, то каждая прямая можетъ быть разсма- 
триваема, какъ параллельная ей, такъ что мы снова приходимъ къ 
теоремЪ, что у гиперболы отрфзки сфкущей, заключенные между. 
кривой и ея асимптотами, равны между собой (стр. 207). 


Разсмотримъ, наконець, еще теорю поляръ для круга. 


к 
Если взять уравнен!е круга, отнесенное къ центру: ОЭ" 
ем 
х? - 1 — 7 =0 кс 
у<у 
(А 


‘и обозначить координаты полюса Р’ черезъ х и 1, тк. координаты 
ци т поляры [, согласно равенствамъ 3), выразятся формулами: 
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поэтому, въ силу 8 11-го: 


72 
а ие -, = те 
9 
и угловой коэффишентъ т поляры равенъ: 
х 
‚0 
у й 


.. 

слфдовательно, поляра перпендикулярна къ д!аметру, проходящему 
черезъ точку Р. Если черезъ А обозначить разстоянйе точки Р, 
а черезъ А, — разстоянй!е ея поляры / отъ центра, то получимъ: 


о Е о 
О т, г. 
такъ что: 
А-В, =, 

что, впрочемъ, вытекаетъ и изъ гармоническаго положеня точки Р 
и основан!я перпендикуляра А, относительно концовъ д1аметра [со- 
гласно равенству 13), 8 1-го, стр. 20]. 

Какъ уже было замфчено, полярная зависимость можетъ быть 
построена и на мнимой кривой второго порядка, напримЪръ, на 
мнимомъ кругЪ: 


он 
А.А, = — 72. 


въ этомъ случаЪ 


СлФфдуетъ отмЪфтить, что именно для этого случая существу- 
‚ еть слБдующее превосходное толкован!е полярности, которое при 
случа дано Гауссомъ*): 


Возставляемъ къ плоскости въ точк$ М перпендикуляр» | 
и вокругъ его конца М’ вращаемъ какую-нибудь другую плоскость, 
вм$стЪ съ которой одновременно вращается и возставлённый КЪ 

@» 5 

ней въ точкф М’ перпендикуляръ. Тогда вращающеся плоскость и 
перпендикуляръ пересЪкаются основной и ‘бобтвЪтственно 
по прямой /[ и въ точкЪ Р, которыя и связ ныС`одна съ другой 
полярно. 
° 
х>$ 
*) Въ сочинен!и относительно Репазта та шийсим. 


в. 
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Вообще, въ силу полярной зависимости, данной геометрической 
фигурЪ отвфчаетъ снова н$которая геометрическая фигура, но такъ, 
что точкамъ одной фигуры соотвфтствуютъ прямыя лини другой, 
и наоборотъ. Если рЪчь идетъ о кривой и-го порядка, то она 
преобразовывается въ н$5которую кривую п-го класса, если же 
р$чь идетъ объ и-угольникЪ, то онъ преобразовывается также въ 


Фиг. 80. 


п-угольникъ, стороны котораго соотвфтствуетъ вершинамъ, а вер- 
шины — сторонамъ перваго и-угольника. Положимъ, напримЪръ, что 
нужно полярно преобразовать прямоугольникъ АВС (фиг. 80) 
относительно начерченнаго коническаго сфчен!я; построимъ поляры 
вершинъ .4, В, С, О. ОнЪ выдфлятъ нфкоторый ромбъ РОК5, ко- 
торый есть полярная фигура для прямоугольника. Если точка дви- 
жется отъ точки 4 къ точкф В, то поляра ея вращается вокругъ 
точки 5 Такъ, что ею описывается часть плоскости, заключенная 
въ углЪ, смежномъ съ угломъ РЭК. И, наоборотъ, если движущаяся 
точка описываетъ сторону ромба, напримЪфръ, РО, то поляра ея 
вращается вокругъ вершины /), описывая часть плоскости, заклю- 
ченную въ углЪ, смежномъ съ угломъ Л ит. д. *) «У 


< 
\ 


о 

*) Прим В чан!е. Начерченная здЪсь фигура заимствована Из 
практической задачи въ теори упругости. Положимъ, что АВСО ‚есФь’по- 
перечное сЪчене каменнаго столба и начерченный эллипсъ представляетъ 
собою «эллипсъ инерщи» этого сЪченя. Если на столбъ двйствуеть вер- 
тикальное давлен!е, точка приложеня котораго лежитъ не СовСВмъ посе- 
рединЪ, то нельзя разсчитывать, чтобы поперечное сЪчеше\ ‘было равно- 
мЪрно расположено и можетъ даже случиться, чтохо<стороны, бол$е 
удаленной отъ точки приложеня, появятся растяженяя. Но камень, когда 


20 
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Если кривая распадается на двЪ прямыя, т. е. если (въ силу 
$ 18) Р=0, то теор я поляръ изм$няется. Равенства 4’) показы- 
ваютъ, что элементы опредфлителя 


| М, а 
1 

В’ = р Ао, 
Аз, А, 
составляютъ пропорщю: | 
Ан: Ч: Ч: = Ча: Ч: Ч; = Чл: Ч; : Аз. 

Если положить тогда: 

Ао = о , р: = В, 
то получимъ: 
Ао о ила _ 0 
4.2 =“ РЖ оз = 8.1, ие В а , 


и равенство 9) приметъ видъ: 


(м, ч, и) = Аи (и - во - в). 

Такимъ образомъ, взаимная форма становится квадратомъ ли- 
нейнаго выражен1я и представляетъ двойной пучекъ лучей, центръ 
котораго совпадаетъ съ точкой пересЪченя обЪфихъ прямыхъ. [10о- 
ляра / каждой точки Р проходитъ черезъ этотъ центръ, за исклю- 
ченемъ того случая, когда Р совпадаетъ съ этимъ центромъ и 
координаты и, 9,  поляры / обращаются въ нуль, такъ что по- 
ляра становится совершенно неопредЪленной. 

Аналогичное имфетъ мЪсто, если кривая первоначально была 
задана своимъ тангенщальнымъ уравненемъ, и послфднее распалось 
на два отдфльныхъ пучка лучей. Тогда взаимное уравнен!е предста- 
вляетъ двойную прямую, именно, прямую, соединяющую оба центра, 
№ ТЬ д. 


Задачи. 


1. Дано коническое сЪфчене и произвольный треугольйикъ 


АВС, не полярный самому себф. Требуется доказать, что ‘оз’ ‘рас- 


НЕЕ ЧЕН = 
имъ пользуются въ качествЪ строительнаго матерала, должёнЪ подвер- 


гаться лишь давленйо, но не растяженямъ; теоря утверждаетъ, что по- 
слЪднихъ можно избЪжать, если точка приложеня л т внутри «ядра». 
Это ядро и есть полярная фигура поперечнаго сЪчен у (независимо отъ 
того, будетъ ли послЗднее прямоугольникомъ, каке здЪсь, или другой 
фигурой), повернутая вокругъ центра еще НА, 180", чего не нужно дЗлать, 
впрочемъ, въ нашемъ случа — въ виду симметрии. 
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положенъ перспективно относительно полярнаго ему треугольника 
4. В.С, (Ч есть полюсъ В.С, ит. д.) и что связанная съ этимъ 
расположенемъ фигура $ 10-го, состоящая изъ 10 прямыхъ и 10 то- 
чекъ, является полярной самой себЪ относительно коническаго сЪчения. 

2. На основани фокальныхъ свойствъ коническихъ сфченй 
требуется найти простое геометрическое построене двухъ взаимно 
перпендикулярныхъ сопряженныхъ поляръ, проходящихъ черезъ 
данную точку. 

3. Фигуру задачи 1, состоящую изъ 10 прямыхъ и 10 точекъ, 
разбить на два пятиугольника, изъ которыхъ каждый былъ бы по- 
ляренъ самому себЪ. Доказать, что это можно сдфлать шестью 
различными способами. 


$ 23. 


Образован!е коническихъ сЪченй при помощи проективныхъ 
пучковъ лучей и проективныхъ рядовъ точекъ. 


Одна изъ основныхъ теоремъ элементарной геометр1и гласитъ, 
что вписанные въ кругъ углы, опираюцйеся на олну и ту же дугу, 
равны между собой. Но далеко не такой общеизвЪстностью пользу- 
ется вытекающее отсюда сл$дстве, что кругъ можетъ быть образо- 
ванъ пересЪченемъ двухъ конгруентныхъ пучковъ лучей. 

Вообразимъ себЪ, что двЪ постоянныя точки 5 и 5, (фиг. 81) 
круга соединены съ произвольнымъ числомъ его точекъ Р, , Р., В...., 
которыя—допустимъ сначала—ле- 
жатъ на одной и той же дугЪ 
между 5 и 5. Тогда 

Е рой, =, 

ео, = 
и т. д., при чемъ слфдуетъ, сверхъ 
того, отм$тить, что направлене 
вращеня для двухъ такихъ угловъ 
одно и то же. Другими словами, 
пучекъ лучей 5Р,, ЭРь, ЭР, ит. д. 
конгруентеньъ съ пучкомъ лучей 
и Э.Р о, Р5 ит. д. Но ков- 


груентность распространяется и на 
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другую дугу. Именно, если взять на ней точку Р,, то теперь углы 
< Р.5Р, и < Р.5.Р, окажутся, правда, не равными между собой, 
но зато одинъ равенъ углу, смежному съ другимъ. Если, далфе, 
принять въ соображене, что уголъ Р,55, равенъ углу Р/5. О) и, 
равнымъ образомъ, уголь Р.5О равенъ смежному съ угломъ Р, 5,5, 
то мы, дЬйствительно, увидимъ, что оба пучка 5 и 5, съ 
помощью круга связываются другъ съ другомъ въ два конгруент- 
ныхъ пучка; при этомъ нужно принимать, что постоянно соотв$т- 
ствуютъ другъ другу два луча, проходяще черезъ одну и ту же 
точку круга, и что общему лучу 55, отвфчаетъ касательная въ 
точкь 5 или въ точкЪ 5, въ зависимости отъ того, причисляемъ 
ли мы этотъ лучъ къ пучку 5, или къ пучку 5. Поэтому: 


Кругъ проектируется изъ двухъ своихъ точекъ. 
двумя конгруентными пучками лучей (съ однимъ и 
тЪъмъ же направлен1емъ вращен!я) 

Но и наоборотъ: 

Два конгруентныхъ пучка лучей (съ однимъ и 
тъмъ же направлен!емъ вращен!я), центры которыхъ 
не совпадаютъ, образуютъ кругъ, если каждый лучъь 
перес$чь соотв $ тствующиму ему лучомъ. 

Эта теорема иметь исключене. Если одинъ пучекъ лучей 
получается изъ другого съ помощью одного только параллельнаго. 
перенесен!я, безъ вращен!я, то соотв$тственные лучи параллельны 
и точка ихъ перес$ченя лежитъ безконечно далеко, между тфмъ 
какъ обийй лучъ соотвЪфтствуетъь „самому себЪ“. Полученная кри- 
вая распадается, такимъ образомъ, на безконечно удаленную пря- 
мую и общ лучъ, который можетъ быть также разсматриваемъ,. 
какъ кругъ съ безконечно большимъ радусомъ. Если же центры 
совпадаютъ, то либо конгруентные пучки совершенно совпадаютъ, 
взаимно покрываются, либо одинъ получается изъ другого ‚путемъ 
вращеня. Тогда они имфютъ общими лишь нулевыя прямыя ($ 3),. 


и кругъ обращается въ точку. 2 
__ 


К 


С° 
Конгруентные пучки лучей представляютъ частный случай: 


проективныхъ пучковъ лучей. Что образують эти послЪдне? 
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Въ виду важнаго значен!я этого вопроса мы приступимъ къ 
его разрфшеню двумя путями— чисто аналитическимъ и геоме- 
трическимъ. 

Выберемъ какую-нибудь систему коорлинатъ. Пусть точка 5 
будетъ центръ одного пучка, а прямыя 

И=ах + Ну сх=0 

Р—а.х + Бу-сх =0 
—каке-нибудь два луча, проходяцие черезъ точку 5; тогда уравнене 

И-+^7=0 

выражаеть аналитически первый пучекъ лучей (5 10). Равнымъ 
образомъ, пусть точка 5, будетъ центръ второго пучка, прямыя 

(= ах Вис =0 

Г, =а.х | иск =0 
—каке-нибудь два его луча, такъ что 

И ьЙ, = 

есть уравнеше второго пучка. Такъ какъ, въ силу равенства 3) $ 10-го 
или въ силу $ 21-го, стр. 286, двойное отношеше четырехъ лучей ^,, ^., 


А Л, — А.) (. —^ 
3, ^. перваго пучка выражается дробью о 

( 1 А) ( а \з) 
логичное имфетъ м5сто въ отношенйи четырехъ лучей второго пучка, 
то, согласно $ 1-му, мы заключаемъ, что пучки лучей только тогда 
могутъ быть связаны проективной зависимостью, когда между Л и ш 
установлено равенство вида: 


и ана- 


акр 


— а 


Но всегда можно сдфлать такъ, чтобы это соотношене свелось 
къ равенству и =^. Въ самомъ дфлЪ, если вмфство м въ уравнене 


второго пучка подставить дробь т то посл умножен1я м 
с^ —- 4 получится: к 
(са) И, - (а^ + Р)Т, =0 5$ 
или: © 
(а Г) -А СИ, - аГ)) = 0. $ 


Подставимъ теперь И, вм5сто 40, НТУ ‚ вмЪсто 
с, -- аГ,; тогда прямыя (Ц; =0, Г, =0 также. будуть двумя лу- 
чами пучка, именно, тфми, которые орон лучамъ И =0, 


иди _цвйЕйЙЙЙЫЫЙыЫ|"[|[|5"„"_Ь5Оц868кокококккк кд 
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Г = 0; вмЪстЪ съ тмъ становится яснымъ, что, не нарушая общ- 
ности, всегда можно выразить два проективные пучка лучей урав- 
нен1ями вида: 

И-АЙ = 0, Ц ХИ, = 0, 1) 
при чемъ соотвфтствуютъ другъ другу лучи, опред$ляемые од- 
нимъ и тЬмъ-же значенемъ ). При этомъ (0, Г, (,, Г, суть ка- 
юя либо четыре линейныя выражен!я: 


О=ах Рус, ЦИ =ах- иск 
Г=ах Е у сх, Г, = ах ус. 
Теперь требуется, чтобы каждый лучъ пучка 5 былъ пересфченъ 
соотвЪтственнымъ лучомъ пучка 5,. Точка пересфчен!я удовлетво- 
ряетъ, такимъ образомъ, обоимъ уравненямъ 1), такъ что уравне- 
н{е геометрическаго мЪ$ста этихъ точекъ непосредственно же полу- 
чается путемъ исключеня ^. Мы ыы. выведемъ: 


О, — ГО, =0 или у|-6: 2) 


й 
это конечное уравнене—второй степени. м удовлетворяется при 
(=0, Г=0, т. е. для точки 5, а также при 0, =0, Г, =0, т. е. 
для точки 9}; итакъ: 

Два проективныхъ пучка лучей опред 5ляютъ. 
коническое с чен1е, проходящее черезъ ихъ центры. 

Прим чанте. Если оба проективныхъ пучка лучей распо- 
ложены перспективно, то эта теорема допускаетъь лишь кажущееся 
исключен!е; въ самомъ дфлЪ, хотя здфсь точки пересфченя соот- 
вЪътственныхъ лучей лежатъ на одной прямой—на оси перспективы, 
но въ этомъ случаь общ лучъ 55, соотвЪтствуеть самому себЪ, 
такъ что на этомъ двойномъ лучЪ$ точка перес$ченя можетъ быть 
взята, гдЪ угодно, т. е. коническое счен!е распадается 
здъЪсь на дв Ъ. прямыя, именно, на ось перспективы и обиий 


о о. 


Е 
Геометрически природа построен!я проективныхъ ь ово лу- 


чей съ помощью теоремы Паскаля*) выясняется" слЪдующимь 
образомъ. Пусть (мы мфняемъ обозначен!я; фиг. ‚82)> Точки Ви Е 
будутъ центры двухъ проективныхъ пучковъ лучей, а точки Л, 


о\ 


лучъ. 


*) Это другое значене Паскалевой теоремы, о которомъ была 
рЪчь въ концЪ $8 19-го. _ 
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2), С—три какя-нибудь друйя точки полученной кривой. Соеди- 
нимъ точку 4 съ точками С и ДО и свяжемъ перспективно пучекъ 
В съ первой изъ этихъ прямыхъ, а пучекьъ Е—со второй. Тогда 
пучки эти не только проективны, но и перспективны (такъ какъ 
общая точка отвфчаетъ самой себЪ), и центръ 5 этой перспективы 
есть точка пересфчен!я прямыхъ 4 и 6. Такимъ образомъ, оба пуч- 
ка Ви Е перспективно связаны съ пучкомъ 5. (Ср. 8 3, стр. 42). 
Если теперь провести черезъ точку 5 какую-нибудь прямую и 0бо- 
значить черезь Г и О точки ея пересфченя съ прямыми АС и 
АР, то прямыя ВТ и ЕО будуть соотвфтственными лучами, и точка 
ихъ пересфченя Р будетъ новой (шестой) точкой кривой. 

Будемъ разсматривать, далфе, замкнутую ломанную .-С-Е-Е- 
В-0-А, какъ шестиугольникъ; тогда точки 9, Г, 0 будутъ точками 
пересЪчен!я противолежащихъ сторонъ; а такъ какъ онБ лежатъ на 
одной прямой, то этотъ шестиугольникъ будетьъ Паскалевымуъ, 
т. е. черезъ шесть точекъ 4, В, С, О, Е, Е проходитъ коническое 
сфчене, что и требовалось доказать. 

Если, наоборотъ, сначала разсматривать въ Паскалевомъ 
шестиугольник$ лишь пять вершинъ, какъ постоянныя, а шестую, 
какъ перем$нную, то мы немедленно же придемъ къ проективному 
образован!ю коническаго сфченя Поэтому мы имфемъ также пред- 
ложен!е: 

Данное коническое с$чен1е проектируется изъ 
любыхъ двухъ его точекъ соотвЪтственными лу- 
чами проективныхъ пучковъ. 

Если въ предшествующихъ разсужденяхъ замфнить прямыя 
точками, точки прямыми и вмЪсто теоремы Паскаля воспользо- 
ваться теоремой Бр!1аншона, то получится доказательство того, 
что два проективныхъ (но не перспективно расположенныхъ) 


в 


ряда точекъ также опредфляютъ коническое сфче 
нГе, коль скоро соотвфтственныя точки соединены прямыми, "Ве 
эти соединительныя прямыя суть касательныя къ коническому св- 
ченю, къ числу которыхъ относятся также и основан > У’обоихъ 
рядовъ. Послфдня касаются его въ точкахьъ, которыя соотв$т- 
ствуютъ точкф пересфчен!я этихъ основан, если разсматривать ее 
разъ, какъ точку перваго ряда, а затЪмъ, какъ точку второго ряда. 

И наоборотъ, вс касательныя къ\Юоническому с$- 
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чен1ю пересф$каются какими-нибудь двумя изъ нихъ 
въ точкахъ двухъ проективныхъ рядовъ; аналогично 
тому, что теорема Паскаля 
есть не что иное, какъ точное 
выражен!е факта образован!я 
коническаго сфчен1я съ помощью 
двухъ проективныхъ пучковъ 
лучей, если изъ шести вершинъ 
одна движется по коническому 
сфченйю, такъ и теорема Бр1- 
аншона обосновываетъ теор!ю 
получен!я коническихъ сЪченй 
при помощи проективныхъ ря- 
довъ точекъ. 

Эти теор!и потому им$ютъ 
столь важное значене для геоме- 
три, что съ ихъь помощью коническ!я сЪченйя, т. е. образы второй 
ступени посредствомъ понят!я о проективности сводятся къ обра- 
замъ первой ступени и являются ихъ простымъ и естественнымъ 
произведенемъ. Мы разсматриваемъ ряды точекъ и пучки лучей, 
какъ основные элементы, какъ строительный матер!алъ для построе- 
ня высшихъ геометрическихъ образовъ; ясно, что нфтъ надобности 
при этомъ отказаться отъ коническихъ сфченй. Послф того, какъ 
они введены въ качествЪ образовъ, опред$ляемыхъ рядами точекъ 
и пучками лучей, можно и ихъ соединять въ пучки; это находитъ 
себЪ аналитическое выражене въ томъ, что въ равенства 1) вм$сто 
функшй ( и Г вставляются функщи 2-ой степени. 

Распространяя теперь поняте о проективности и на таюе 
пучки, путемъ сочетан!я пучковъ коническихъ сфченй съ проектив- 
ными пучками лучей или же пучковъ коническихъ сфченй другь 
съ другомъ можно опредЪфлять образы высшей ступени, которые- съ 
аналитической точки зрфн1я— представляють собою кривыя треть- 
яго или четвертаго порядка. Въ этомъ смыслЪ с проектив- 
ность является тфмъ понят1емъ, котор «единствен- 
но и дфлаетъ вообще возможнымъе \о\рганическое 
построен!е геометр!и. Мы тмъ бодё Это подчеркиваемъ, 
что здЪсь мы вынуждены ограничиться кривыми второго порядка. 
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Прямолинейный рядъ точекъ проектируется изъ всфхъ точекъ 
плоскости проективными пучками лучей; а рядъ точекъ, располо- 
женный на коническомъ сЪчени, проектируется проективными 
пучками не изъ всфхъ вообще точекъ, а, какъ показано выше, 
изъ всЪхъ точекъ самого коническаго с$чен!я; при 
этомъ замфтимъ еще разъ, что, если проектируемая точка совпа- 
даетъь съ центромъ пучка, то лучъ становится касательной. По- 
этому говорятъ о двойномъ отношен!и какихъ-либо че- 
тырехъ точекъ коническаго сЪчен!я, разумфя подъ 
этимъ двойное отношене четырехъ лучей, съ помощью которыхъ 
эти точки проектируются изъ произвольной пятой точки кониче- 
скаго сЪченйя *). 

Особенно важно гармоническое расположене четырехъ 
такихъ точекъ. Такъ напримЪръ, четыре вершины эллипса или даже 
болЪе того—концы двухъ сопряженныхъ д1аметровъ расположены 
гармонически. Но имфетъ мфсто совершенно общая теорема, что 
точки пересфченя сопряженныхъ поляръ съ коническимъ с$ченемъ 
суть гармоническ!я точки (напр., С,С, и ДО, Е на фиг. 84, стр. 317). 
ДЪйствительно, касательныя въ точкахъ О) и Е пересфкаются въ по- 
люсф 5, который, въ свою очередь, лежитъ на другой полярф СС,; 
отсюда непосредственно вытекаетъ, что точки 5, С, С, иточка пере- 
сфчен!я поляръ образуютъ четыре гармоническя точки; если про- 
извести проектирован!е изъ точки 1) или Ё, то и получимъ полное 
доказательство названной теоремы. И обратно, прямыя, соединяю- 
ийя соотвфтственныя пары точекъ изъ числа четырехъ гармониче- 
скихъ точекъ, должны быть сопряженными полярами; это сл$дуетъ 
изъ обращеня приведеннаго доказательства. 

Аналогично двойному отношеню четырехъ точекъ говорятъ 
также и о двойномъ отношен!и четырехъ касатель- о 
ныхъ коническаго с$чен!я; теор1я полюса и поляры не 
посредственно учитъ, что это двойное отношен!е совпадает 
двойнымъ отношен!емъ четырехъ точекъ касания. 

Проективное образован!е коническихъ сЪчешй съ  арезвычай- 
ной легкостью раскрываетъ множество ихъ свойствъ, коФорыя дру- 


`у 


*) Поэтому сами по себЪ четыре произвольныхъ дот ки плоскости не 
имЪютъ никакого двойного отношеня, но прюбрьтають таковое лишь от- 
носительно какого-нибудь проходящаго черезъ ни коническаго сЪчения. 
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гимъ путемъ получаются въ вид самостоятельныхъ предложен, 
но здЪсь могутъ быть разсматриваемы, какъ частные случаи проек- 
тивной зависимости. Для того чтобы показать это на н$фкоторыхъ 
примфрахъ, допустимъ, что какое-либо коническое сфчене проек- 
тируется съ помощью пучковъ лучей изъ двухъ его точекъ и за- 
тЪмъ оба пучка пересфчены одной и той же прямой. Тогда на ней 
получатся два наложенныхъ одинъ на другой проективныхъ ряда 
точекъ, двойными точками которыхъ служатъ точки ихъ перес$чен!я 
съ коническимъ сфченемъ. Если прямая параллельна асимптотЪ, то 
одна изъ двойныхъ точекъ становится безконечно удаленной и про- 
ективность переходить въ подобе; если же прямая совпадаетъ съ 
самой асимптотой, то обЪ двойныя точки безконечно удалены и 
проективность сводится къ конгруентности. Такимъ образомъ: 

Если дв постоянныя точки гиперболы соеди- 
нять съ какой-нибудь третьей ея точкой, то длина 
отрЪфзка, отсфкаемаго на асимптот$ обоими лу- 
чами, совершенно не зависитъ отъ положен!я этой 
третьей точки. 

Если, наоборотъ, отрфзокъ постоянной длины передвигается 
вдоль прямой и концы его связаны съ двумя постоянными точками, 
то точка пересфченя опишетъ гиперболу. Если, наконецъ, допу- 
стить, что одна изъ двухъ постоянныхъ точекъ лежитъ безконечно 
далеко, то мы непосредственно приходимъ къ рфшеню задачи Де- 
карта (ср. 8 7). 

ДалЪе, допустимъ, что два проективныхъ ряда точекъ, отсф- 
каемыхъ касательными къ коническому сфченю на какихъ либо 
двухъ постоянныхъ касательныхъ, проектируются изъ какой-нибудь 
точки съ помощью двухъ проективныхъ пучковъ лучей, наложен- 
ныхъ одинъ на другой. Тогда обие лучи совпадутъ съ касательны- 
ми, проведенными изъ этой точки къ коническому с$ченю, Е сли за 
центръ пучка выбрать одинъ изъ фокусовъ, то касательнымй бу- 
дутъ нулевыя прямыя (стр. 199) и проективная мы нало- 
женныхъ другъ на друга пучковъ преобразуется ре ‚конгруентность, 
т. е. одинъ пучекъ лучей получается изъ другок (путем вращения. 
Поэтому: и 

Уголъ, подъ которымъ виден изъ фокуса ко- 
ническаго сЪчен1я отр$Ъ$зокъ а касатель- 
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ной между двумя постоянными касательными, совер- 
шенно не зависитъ отъ положен!я подвижной ка- 
сательной. (Само собой разумфется, что въ зависимости отъ по- 
ложен!я при сравнен!и двухъ такихъ угловъ сл$дуетъ принять въ 
расчеть и смежный уголъ). 

Если подвижная касательная совпадаетъ съ одной изъ посто- 
янныхъ, то въ качествЪ точки ея пересЪфчен1я съ послБдней слфдуетъ 
взять точку касан1я; такимъ образомъ изъ предшествующей теоремы 
снова вытекаетъ слЪдстве, что прямая, соединяющая фокусъ съ 
точкой пересфченя двухъ касательныхъ, дБлитъ пополамъ уголъ 
между фокальными лучами, проходящими черезъ точку касанйя, 
(См. $ 14.) 

Если коническое сЪчене есть парабола, то безконечно уда- 
ленная прямая, какъ извфстно, также является касательной; отсюда 
вытекаетъ, что для параболы вышеназванный постоянный уголъ ра- 
венъ углу между постоянными касательными или смежному съ нимъ; 
отсюда, между прочимъ, снова вытекаетъ теорема, что кругъ, опи- 
санный около треугольника, стороны котораго суть касательныя къ 
параболЪ, проходитъ черезъ фокусъ. (См. $5 16.) 

Вообще свойства параболы относительно ея касательныхъ по- 
добны свойствамъ круга относительно его точекъ. Подобно тому, какъ 
кругъ изъ двухъ его точекъ проектируется съ помощью конгру- 
ентныхъ пучковъ лучей, касательныя къ параболЪ отсфкаютъ на 
двухъ постоянныхъ касательныхъ, хотя вообще не конгруентные, 
но подобные ряды точекъ (такъ какъ обЪф безконечно удаленныя 
точки соотвЪтствуютъ другъ другу, какъ точки пересфчен!я съ без- 
конечно удаленной касательной). Отношене подоб1я, очевидно, сов- 
падаетъ съ отношенемъ длинъ касательныхъ, считая отъ точки ихъ 
перес$ченя до точекъ касаня. Поэтому подоб]е переходитъ въ 
конгруентность, если касательныя пересЪкаются на главной оси. „5 

Такимъ образомъ получается изв$стное и часто примъняемое 
построене параболы съ помощью касательныхъ, если дань. ДБ ка- 
сательныя и ихъ точки касаёя (фиг. 83). Точка касаны О ка- 
кой-нибудь третьей касательной Р,Р., построенной выщеуказаннымь 
способомъ, найдется, если черезъ точки Р; и Г, ср вести прямыя, 
параллельныя раннымъ касательнымъ и пересъкаюция хорду каса- 


АЯ 
ня въ точкЪ 4, а затфмъ провести черезъ эту’точку прямую, па- 


ку 


—————————_—_ ды 
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раллельную мед!1анн$ РВ. (Доказательство выводится изъ теоремъ 
о вписанномъ и описанномъ четырехугольникЪ, если присоединить 
еще безконечно удаленную 
прямую въ качествЪ четвер- 
той касательной). 

Эти примБры примфненя 
проективныхъ свойствъ кони- 
ческихъ сфченй къ построе- 
ню или кь непосредствен- 
ному выводу геометрическихъ 
теоремъ могутъ быть значи- 
тельно умножены. 

Но наибольшая польза со- 
стоитъ въ возможности чисто 


Фиг. 83. 


линейнаго, т. е. безъ помощи циркуля, построеня сколькихъ 
угодно точекъ и касательныхъ кривой, при чемъ н$фтъ надобности 
даже опред$лять центръ, оси, эксцентриситетъ. Если, напримЪръ, даны 
пять точекъ кривой ./, В, С, 1), Е, то фиг. 82 даетъ построен1е 
нфкоторой шестой точки Ё; при этомъ мы получаемъ ещету вы- 
голу, что можно по произволу мЪнять ланныя пять точекъ, если, 
скажемъ, искомыя точки или прямыя не умфщаются на бумагЪ. 
Если, напримЪръ, пять точекъ 4, В, С, О, Е лежатъ на эллипс, то 
изъ фиг. 82 непосредственно усматриваемъ, что при переходЪ отъ од- 
ной дуги (напр., С) къ ближайшей достаточно измфнить на одну 
ступень циклически порядокъ пяти точекъ, чтобы чертежъ весь 
остался въ эллипс$. 

Вмфстф съ тфмъ, однако, разсмотр$нное выше чисто анали- 
тическое (произведенное путемъ вычисленя) преобразоване къ 
центру и къ главнымъ осямъ, согласно 5 17 и 5 18, сохра- 
няютъ все свое значене. Въ самомъ дЪлЪ, во-первыхъ, цейтръ 
и главныя оси не могутъ быть найдены путемъ линейныхъ построе- 
ый, но требуютъ, если хотимъ вести дДФло чисто геометрически, 
непремфнно примфнен1я циркуля; затфмъ, вычислене ›Зколь скоро 
производить его съ достаточнымъ числомъ десязиввыхь знаковъ, 
даеть практически точный результатъ, между\ ХА Бмь какъ въ 
случаЪ сколько-нибудь сложныхъ построенйй, обе при величайшей 
тщательности ошибки чертежа получают Значительное влян!е. 
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КромЪ того, вычислен!е часто также ведетъ къ ц$ли быстрЪФе, если 
оно коротко и просто. 


Введен!е двойного отношен!я четырехъ точекъ (четырехъ ка- 
сательныхъ) коническаго сфчен!я даетъ возможность непосредственно 
перенести понят1я о проективности на эти кривыя; именно, говорятъ, 
что два коническихъ сЪчен!я проективно отнесены одно къ другому, 
если каждой точкЪ (или касательной) одного коническаго сфченя 
отнесена точка (или касательная) другого такъ, что соотвЪтствен- 
ныя двойныя отношен1я равны между собой; очевидно, что въ ана- 
логичномъ смысл могутъ быть проективными коническя сфченя и 
ряды точекъ или пучки лучей. Это обобщене понятя о проектив- 
ности на образы второго порядка наводитъ на новые вопросы и 
изслфдован!я, которыя геометрамъ нельзя оставить въ сторонф$. 
Напримфръ, что за геометрическй образъ получится, есть теперь 
вновь соединять соотвЪтственныя точки или приводить къ перес$- 
ченю соотвфтственныя касательныя? 


ак № 


Но такъ какъ эти образы вообще р ‚кри выя высшаго по- 
рялка и класса, то мы ограничимся лишь тьм® блучаемъ, когда оба 
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проективныхъ коническихъь сфченя лежатъ одно на другомъ или 
когда коническое счен!е проективно отнесено къ 
самому себЪ, при чемъ каждая его точка соотв$фтствуетъ другой 
его же точкф. При этомъ нужно изслфдовать два случая. 

1. Пусть проективная зависимость будетъ инволющонной. 
Если АЛ, и ВВ, суть двЪ пары соотвЪфтственныхъ точекъ, то оты- 
щемъ (фиг. 84) точку 5 пересфченя прямыхъ 4/1, и ВВ,. Прове- 
демъ черезъ точку 5 произвольный лучъ, пересфкающИЙ коническое 
сфчеше въ точкахь Си С,; эти точки въ силу инволющи соот- 
вЪътствуютъ одна другой. 

Доказательство. Соединимъ точки Ли С,, Си А4,. Точка 
пересЪченйя 7 (не отмЪфченная на чертежЪ) лежитъ, согласно 5 21-му, 
на полярф ЕД точки 5. Поэтому точки С и С, опишутъ ряды, 
перспективные относительно ряда 1 съ точками А и 4, въ каче- 
ствЪ центровъ перспективы. Такимъ образомъ, прежде всего ряды 
Си С, проективно отнесены одинъ другому. Но такъ какъ, далФе, 
точки Си С, могутъ быть переставлены, то проективная зависи- 
мость будетъ инволющюнной, что и требовалось доказать. 

Точки пересфченя Ди Е поляры съ коническимъ сфченемъ суть 
двойныя точки инволющи; въ отношени нихъ каждая пара .4.4, или 
ВВ, или СС, расположена гармонически. Вполнф умЪстно можно наз- 
вать здфсь точку 5 центромъ, а прямую ОЕ— осью инволющи. Если, 
наприм$ръ, центръ инволющи совпадаетъ съ центромъ коническаго с%- 
чен1я, то соотв$тственныя точки лежатъ одна противъ другой; если онъ 
находится на одной изъ главныхъ осей на безконечномъ разстояни, 
то инволюц1я сводится къ симметр{и относительно 
другой оси. Если вообще взять три центра, образующихъ по- 
лярный треугольникъ коническаго сЪченя, то каждой точкЪ кони- 
ческаго сфчен!я отвЪ$чаютъ три точки такого рода, что эти четыре 
точки симметрично расположены относительно треугольника (стре288). 

2. Пусть проективная зависимость будетъ вполнЪ произволь- 
ной, при чемъ тремъ точкамъ 4, В, С соотвЪтствуют как-либо 
три точки 4,, В,, С,. Спроектируемъ рядъ АВС... изъ центра Я, 
рядъ же 4,В,С,... изъ центра А съ помощью пучковъ лучей. Такъ 
какъ въ этихъ пучкахъ лучъ 41, Ирин самому себЪ, то 
пучки расположены перспективно одинъ_ Относительно другого. 
Осью этой перспективы служитъ поямая 87.» Поэтому если требу- 
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ется найти точку О., соотвфтствующую четвертой точкф 0) ряда 
АВС, то соединяютъ точку 4 съ точкой 5 пересЪчен!я прямой 


Фиг. 85. 


А, съ осью, при чемъ лучъ .45 пересфчетъь коническое сЪчене 
въ искомой точкЪ Д,. 

Если разсматриваемъ шестиугольникъ .4В,СА,ВС!, какъ Па- 
скалевъ шестиугольникъ, то точки 3 и 7 будутъ точками пересфчен!я 
противоположныхъ его сторонъ. Поэтому точка перес5ченя пря- 
мыхъ ВС, и СВ, (не отмфченная на чертежЪ) должна лежать на 
оси. Итакъ: 

Если даны два проективныхъ ряда точекъ на одномъ и томъ 
же коническомъ сфчен!и, далфе произвольно выбраны двЪ пары 4 ‚44 
и Б,Б, соотвфтственныхъ точекъ и соединены прямыми „накреств“ 
(Ч съ В, и В съ 14,), то точка пересъчен1я этихъ прямыхъ ‚ лежить 
на постоянной прямой— „оси“ проективности. Наоборотъ; вообще 
не существуетъ никакого „центра“ этой проективности, В самомъ 
дфлЪ, если соединить прямыми соотвфтственныя точ ИАА, ВВ;, 
СС:,..., то эти прямыя отнюдь не пересвкаютск одной точкЪ, 
но огибаютъ н$фкоторую кривую. Какую же именно? 


У 
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Для отвфта на этотъ вопросъ разсмотримъ точку О (не отмЪ- 
чена) пересфченя двухъ изъ этихъ прямыхъ, напр., .4.4, и ВВ.. 
О есть гармоничесый полюсъ точки 8. Поэтому, если прямая 4.4, 
остается постоянной въ то время какъ 8 движется вдоль по оси, 
то точка О опишетъ на прямой 4.4, рядъ, проективный относи- 
тельно ряда 3. Съ другой стороны, рядъ 8 проективно связанъ съ 
обоими рядами точекъ на коническомъ сфчени. Поэтому на каж- 
дой соединительной прямой (въ данномъ случаЪ, на 4.4.) всЪ дру- 
ия прямыя отсфкаютъ проективные ряды, сл$довательно, прямыя 
АЛ,, ВВ,, СС, ОБ,,... огибаютъ коническое сфчеше (которое, 
однако, не совпадаетъ съ исходнымъ; оно изображено на чертежЪ 
пунктиромъ). 

Если ось проективности пересЪкаетъ данное коническое сЪче- 
не въ двухъ точкахъ, то послфдня суть двойныя точки обоихъ 
данныхъ ряцовъ, т. е. касательныя въ нихъ къ данному кониче- 
скому сЪченю одновременно являются касательными въ тфхь же 
точкахъ и къ вновь построенному коническому сЪченю. Такимъ 
образомъ, предъ нами два коническихъ сфченя, дважды касаюц1яся 
одно другого. [Если проективная зависимость сводится къ инволю- 
щи, то образованное коническое сЪчене распадается на двЪ упо- 
мянутыя касательныя. | 


Задачи. 


1. Какое коническое СсЪчене опредфлятъ два неконгруент- 
ныхъ, но симметричныхъ пучка лучей (конгруентныхъ — съ проти- 
воположными направленями вращеня)? Гдф на этомъ коническомъ 
сЪчени расположены оба центра? 


2. Безъ вычислен!я сразу доказать, что задача Декарта въ 


$ 7 должна привести къ коническому сЪченю. < 
3. Возможно ли проективно связать два данныхъ коническихъ 


2%. 2 


сфченя такимъ образомъ, чтобы прямыя, соединяюция соотв тствен- 


5 
ныя точки проходили черезъ одну и ту же точку (чтобы они были 
«у 


расположены перспективно)? © 
У 
№ 
к 
уе\$ 


сеечыее 
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$ 24. 


Ращональное параметрическое выражене коническихъ СсЪ- 
чений. 

Хотя изслфдованя предшествующаго параграфа были по су- 
ществу геометрическими, но они допускаютъ строго аналитическое 
толкован!е, приводящее кь чрезвычайно простому параметрическому 
выражен!ю коническихъ сфченйй. 

Пусть, какъ и прежде, уравненйя 

ОИ-+А7Р=0 и ЦИ, =0 
или: 
х (а, + ла.) у (6, РЕ 6.) че < (С НЕ Ас.) =0 1) 
х (а ла) и (В) к (+ 2 =0 
выражаютъ два пучка лучей, которые опредфляютъ коническое с$- 
чене. Каждому значеню Х отвфчаетъ точка Р(х, у, <) коническаго 


сфченя, координаты которой могутъ быть вычислены по формуламъ 
изъ уравненй 1) *); 


В, с, + Ас. а Аа, с, + Ас, 
АВ, сз + №4 аа ^а:, Ас 
а. ^а., В - А 
аз ^а., в + АВ, 
Но эти три опредфлителя въ развернутомъ вид предста- 
вляютъ собою квадратныя функШи отъ А, такъ что для х, и, 2 по- 
лучаются выражен!я вида: 
о и 
у = р? 95-7 2) 
< = рз^? Е 4з^ Е 73. 
Вм5стВ съ т6мъ нами получено упомянутое въ заглави пара- 
метрическое выражен!е. Каждая координата выражена черезъ ^ ра- 


©5 


ц!онально, сл5довательно, также и однозначно, достаточно” 
хо 


— 
«Е 


р 


У 


взглянуть на формулы 2) чтобы убЪдиться, что каждому значениЮ 
- 
дЪйствительно отвфчаетъ лишь одна точка Р(х, у, <). © 


а 

Такъ какъ здфсь не сдфлано никакого И онюс- 

р 

\ 
тельно системы координатъ, то можетъ быть взята ‚и прямоуголь- 

д 

ная система, при чемъ прямоугольныя координаты<изъ однород- 
Е АСУ 
*) ЗамЪтимъ, что важны лишь отношеня х:у: 4 


21 
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у 


2 
ныхъ получаются путемъ замфны отношенй — и -- черезь хиу 


24 


(стр. 276). Поэтому: 

Каждое коническое сЪфчен!е въ прямоугольныхъ 
(или же въ косоугольныхъ) координатахъ можетъ 
быть выражено въ зависимости отъ параметра ^ съ 
помощью формулъ: 


_ Р-Я и, Мы 
рз^? -+- 43^ 7 ра? - 43^ Е 7’ 
правыя части которыхъ суть дробныя функц!и вто- 


рой степени отъ ^ съ однимъ итфмъ же знамена- 
телемъ. 


2) 


ПримЪчан!е. Формулы 2) можно также сдЪлать „однород- 


. “@ 
ными“, введя вмЪсто ^ отношене -—- и удаливъ затфмъ знамена- 


В 
тель 22, въ результатЪ чего получимъ: 
х = ра? - 4198 -- 7,6? 
у = ра? -[ 4заВ -{ 73° 2") 
< = рз9? - 4заВ -{ 73°. 
Остается еще доказать, что девять коэффищентовъ ру, 41, 7, 
р, 43, Га, Рз, 93, 7з не подлежатъ никакому ограниченю, т. е. 
что и, наоборотъ, любыя три уравнен{я вида 2) или 2") 
выражаютъ коническое сЪчент!е. 
Во всякомъ случа опредфлитель 


Ра» Ч» 71 | 
А = [», 42, 7» 
|Рз› з> 7з 
долженъ быть отличенъ отъ нуля. Если его миноры обозначимъ 
черезъ Р,, О,, А, ит. д., такъ что Р,=4.7.— 7.48, О. = р 
и т. д., то путемъ разрфшен!я уравнений 2' ') относительно: т @3, В? 
получимъ: АС 


д.43 =Рх + Ру Рх 5 
А.48=Ох-- Оу-+ 9х © У 
А. 62 —= Кух + Ку + К: 5 
Если три линейныхъ выраженя с ие. обозначить черезъ 
^С 
О,, Ц., Ц., то отсюда выведемъ: 
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ВИ! —в 0. =0, ВЦ, —=«0. =0 
или: 
( — АЦ. =0, Ц, —^О, =0, 


такъ что мы снова получили два проективныхъ пучка лучей, 
которые образуютъ ту-же кривую, выраженную уравнен/ями 2). 


Прим чан!е. Если, вмЪсто уравненй 2), представить х, и, 5 
въ видф функщй первой степени отъ ^, т. е. положить х=р.А-(,, 
у=р.^-{ 4., <=рз^ - 4., то получится прямая линНя или кривая 
перваго порядка. Если, далЪфе, приравнять х, и, г функщямъ второй 
степени, то получится кривая второго порядка, и при томъ любая, 
если коэффишенты произвольны. Поэтому можетъ возникнуть пред- 
положеме, что приравнявъ х, и, х функшямъ третьей степени отъ ^, 
можно получить каждую кривую третьяго порядка, и вообще, 
приравнявъ х, у, х функщямъ п-ой степени отъ А, можно получить 
каждую кривую я-го порядка. 

Это предположен!е какъ будто находитъ себф подтверждене 
въ данномъ въ & 8 прим5р5 Декартова листа, выражаемаго въ 
прямоугольныхъ координатахъ уравненемъ третьей степени: 


х8-- 18° — аху =0 
и вмБстЪ съ тфмъ—слфдующими параметрическими уравнен!ями: 
а? аР 
т и 
Такимъ образомъ, хи 1/ являются дробными функщями третьей 
степени (то обстоятельство, что третью степень здфсь имЪетъ 
только знаменатель | + 8, не существенно). И разсмотрфнная въ 


томъ же мБстф конхоида также можетъ послужить подкр$пле- 
мемъ сдфланнаго предположеня, такъ какъ для этой кривой четвер- «У 


= 


таго порядка было дано параметрическое выражене: ‚_©5° 
с 
_@-+а)+а-—ай _2а-+9+0—4)7] 
ТЯ вы ти [5 
Тьмъ не менфе при ближайшемъ изслфдован!и а 


это оказывается ложнымъ. Въ самомъ ДЪЛЪ, хот; у нкщи п-го 

порядка отъ параметра, какъ легко доказать, уе да выражаютъ 
2 

кривую и-го порядка, но не всякая кривая Яго порядка, прн 


—————— о ————————б———ы—и_о дд дд -—— ны ркржвиииижк-_ мсье 
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п > 2 непремфнно допускаетъь такое параметрическое выражене. 
Такъ, напримфръ, кривую 
хз + у — бхиу — 7 =0, 
уравнене которой отличается отъ уравненя Декартова листа 
лишь присоединенемъ постоянной —7, нельзя выразить уравне- 
н!ями вида: 
о-ва, ав БЕ сы + 4, 
св а,’ а рей ав’ 

какъ бы ни распорядиться двфнадцатью коэффищентами 4,,В.,... 

Ц$ль этого замфчаня, главнымъ образомъ, указать на то, 
что при вполнф очевидной, но не полной индукщи часто нужно 
быть очень осторожнымъ; мы имфли также въ вилу снова упомя- 
нуть здфсь о боле высокой точкЪ зрфня, которая, между про- 
чимъ, получила чрезвычайно важное значен!е на высокихъ верши- 
нахъ современной математики (понят!е о родЪ кривой). 

Возвратимся, однако, къ нашимъь уравненямъ 2). Прежде 
всего кажется страннымъ, что въ нихъ содержится девять произ- 
вольныхъ коэффищентовъ, въ то время какъ общее уравнене вто- 
рой степени иметъ ихъ лишь шесть. Но мы примемъ во вниман:е, 
что вмфсто А въ уравненя 2) можетъ быть введена другая вели- 
чина №, если положить А равнымъ какой-либо функШши первой сте- 
пени отъ цы: 


х—9 40% 
с ам’ 
при чемъ х, и, х— посл освобожден! я отъ знаменателя — становятся 
квадратными функШями отъ ц, и что поэтому, путемъ надлежащаго 
выбора отношенЙ 4:8:с:4, коэффищенты р, 4,,... могутъ быть 
значительно видоизм$нены. 

Поэтому для одного и того же коническаго 
сфчен!я существуетъ безконечное множест ВО с’вы- 
ражен!Й вида 2), которыя, однако, всЪ получаются 
изъ Одного путемъ линейнаго преобразован!я 
параметра. © 

ПростЬйшее параметрическое выражен!е подучаеть коническое 
сфчен!е тогда, когда оно отнесено къ двум асательнымъ и къ 
хордЪ касан!я. Тогда его уравнене (5 _ тр 289) иметь вилдъ: 


о 


ху — #2? = У 


=— 
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и, очевидно, удовлетворяется, если положить: 


о" Я = 2, я А 


или— при Х = 


-со| Я 


Х == 8, ц= 09% ЕО 
Р$Ьшен!е очень просто также и въ томъ случаЪ, если въ осно- 
ван!е положенъ полярный треугольникъ. При этомъ уравнен!е ста- 
НОВИТСЯ „чистымъ“ (стр. 300): 


ах ау” - а3з2 = 0. 

Если кривая должна быть вещественной, то вс коэффищенты 
не могутъ имфть одинъ и тотъ же знакъ; поэтому можно достиг- 
нуть того, ‘чтобы два изъ нихъ, скажемъ, 4: и @5., были положи- 
тельными, а послфднйй — отрицательнымъ. Затфмъ полагаемъ: 


‚И. (1—^?), и= А ом 
Уч, -_ @зз 


Уа, 
Для произвольнаго же уравнен!я второй степени: 
2 3 ыы 
а х* -- Зааху -- а» | 2азх + 2а,зу -- азз = 0, 
которое для удобства здЪсь взято въ обыкновенныхъ координа- 


тахъ, вычисляютъ какую-нибудь точку Ро (хо, /о) кривой и пола- 
гаютъ затфмъ: 


такъ что въ прямоугольныхъ координатахъ Х^ обозначаетъ угловой 
коэффищентъ луча, проходящаго черезъ точку Р% (хо, и) и пере- 
мфнную точку Р(х, у) кривой; далфе, опредфляютъ отсюда: 

И = о Е ^(х — хо) 

и подставляютъ это выражеше въ уравнене. Тогда х, а затфмь и 
у, можетъ быть рашонально выражено черезъ Л. < 
ПримЪръ. Въ 6 8-омъ, стр. 114, было получено равенстиб> 

— 62? —4ху — 54 24х--5у -- 30 =0 кс” 
въ качеств уравнен!я коническаго сЪченя, пять точекъ_ котораго 
были извЪфстны. Одной изъ нихъ была точка авы 


О 


[®) 


исходя отъ нея, полагаемъ © 


хм 

о _ 

) и=А. («+ ПАС» 
ра 


И. 
х-1’ 
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ПослЪ подстановки въ предложенное уравнене и выполнен!я 
вычислен1я получимъ: 
х? (—6 —4^ — 5^2) |- х(24-- Х — 10%?) - (30 5% — 5^2) = 0. 
Это уравнен1е, какое бы значене ни имфло А, должно обра- 
щаться въ тождество при х = — 1, такъ какъ лучъ проходитъ че- 
резъ точку (—1, 0). ПослЪ дБленя на х-- 1 остается: 


х(—6—4^ — 542) + 30-- 5% — 5^3=0, 


такъ что 
ЗО 5 — 5^2 
— 6-4 - 542’ 
36). -- 942 
УР 
Если положить А = 0, то получимъ х=- 5, и= 0; для ^=-1 
получимъ х= -|- 2, у=-[3, т. е. какъ разъ дв друйя точки изъ 
числа пяти данныхъ. 
ЗамЪчан!{!е. Если общее уравнене а,.х?--2а ху... =0 
разрЪшить относительно и, то и представится въ видф: 


уи=ах + В+ Ух? 8х -Ё е. 

Такъ какъ теперь это уравнен!е при подстановкБ ращональ- 
ныхЪ выраженй х и и черезъ ^ должно обратиться въ тождество, 
то отсюда вытекаетъ, что радикалъ 7 ух? -Р 8х -+- е долженъ „исчез- 
нуть“, т. е. сдфлаться ращональнымъ, вмфстЪ съ чБмъ доказана 
извЪфстная столь важная для интегральнаго исчисления теорема отно- 
сительно того, что квадратный корень изъ выражен!я второй сте- 
пенни Ул? -- 3х Ре е всегда можетъ быть сдфланъ ращюнальнымъ 
при помощи подстановки вида: 


т Е 
рз^?- 43^ - 7з «У 
Но лишь въ исключительныхъ случаяхъ удается уничтожить Высшы 
алгебранческя ирращональности, напримЪръ, квадратные корни ИЗЪ 
выражен! высшихъ степеней, съ помощью соотвфтственныхь подста- 
новокъ, что снова связано съ невозможностью девти общее пара- 
метрическое выражене для кривыхъ высшаго порядка 


— =; =. —- == “ Е Е 
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Допустимъ, что въ уравнен!я 2) вмфсто ^ подставлены два 
значеня Ли ^,, такъ что 


х = ра А? - Ча^ та, х, = ра? + 9: + и, 
и т. д. Координаты и, 9, чи прямой, соединяющей обф такимъ 
образомъ полученныя точки Ри Р'’ коническаго сфченя, согласно 
$ 21, выражаются формулами: 


Ии-Ух, — 41, бЫАХ —Ж,, и=ХИ —9Х,. 
Поэтому 


и = (рь^? - 4.^ - г») (фз^л? - 4з^, - #3) — (ь^? - 4з^ + "з) 
(Вали? 45, - 7») 
или же: 
и = (9.73 — 4э75) (\ — №) + (746 — Рьтз) (2? — №) + (Ф.94з — 926) 
(2, —^,2^). 

Если здЪсь, равно какъ и въ выраженяхъ для 9 и 1, удалимъ 
множитель ^ —^, и замфтимъ, что коэффищенты 4,7, — 0372 и т. д. 
совпадаютъ съ введенными выше минорами Р; ит. д., то окон- 
чательно получимъ: 

и=Р — Ч А) А, ^^, 
= РР — 0, ХМ) А, АА, 3) 
и = Р, — 03 (А А) А, ^^, 

Такимъ образомъ, формулы 3) выражаютъ координаты прямой, 
соединяющей двф точки Ри Р', въ параметрахъ Л и Х,. Он, какъ 
мы видимъ, представляютъ „билинеарныя“ функши отъ Ли ^.. 
Если между точками Ри Р’ установлена проективная зависимость, 
такъ что между Л и Л, существуетъ соотношене вида: 


> а-- ВА 

се. 
то, послЪ подстановки въ уравненя 3) и уничтоженя ще 
координаты и, 9, и, станутъ квадратными функшями отъ ;‚ Сато 


показываетъ, что прямыя, соединяющ!я соотвЪтственныя то оне ги- 
баютъ коническое сфчене (см. $ 23). Если же точки Р И ‘ру отне- 
сены одна къ другой инволющонно, то р = — с, иу авдене между 
\ и ^, принимаетъ видъ: ко 

ФА, ВО А, ) —а=0; 325% 


послЪ подстановки въ формулы 3) выражен!я длЯ” и, 9, № окажутся 
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линейными функшями отъ ^--^, или отъ АА,. Поэтому прямая 
и, 9, и опишетъ пучекъ лучей, какъ это уже было показано въ 
предшествующемъ параграфЪз. 

Наконецъ, если для того, чтобы получить касательную, пред- 
положить точки Ри Р’ совпадающими, что выражается равенствомъ 
^=^,, то формулы 3) дадутъ: 

и=Р, — О ^- А, ^? 

и=Р — ЗО.Л- К. 4) 

и= р —2О.^- К. ^ 
такимъ образомъ, получается взаимное съ уравнен!ями 2) параме- 
трическое выражене коническаго сЪченя въ тангенщшальныхъ коор- 
динатахъ. 


Задачи. 


1. Если опредфлитель параметрическаго выраженя 2) равенъ 
нулю, то коническое сфчене вообще обращается въ двойную пря- 
мую, т. е. въ прямую, каждой точкЪ которой соотвфтствуютъ два 
значенйя ^. 

2. Д х И вь 

. Дано отнесенное къ центру уравнен!е эллипса а = 0. 
Найти для него такое параметрическое выражене, чтобы при ^ = 0, 
^ = со получались обф вершины большой оси, а при ^=- 1, 
^ =— 1 — 06$ вершины малой оси. 

3. Съ помощью вычисленя посгоянныхъ величинъ требуется 
доказать, что не всЪ кривыя третьяго порядка могутъ быть выра- 
жены ращональными функщями отъ параметра, но что для этого 
должно выполняться н$фкоторое услове между коэффищентами 


уравнения. 
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< 
А. Пучки коническихъ съчений 


Уравнен!е $7 
О-+АР=0 № 1) 


съ параметромъ А, если Ци суть ырбены первой степени 
относительно х, уи х, представляетъ пучекъ лучей; если же въ 
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качествЪ ( и Г взять каюя-нибудь функщи второй степени: 


И=а^ + 2а„ху- ау? Е 2а хх - 2а,зух - аз? 
Г=а’ 1х2" „ху-На о 2а у зхх Е 24’ зух -Ё а ззд°, 
то уравнеше 1) есть выражене для наиболЪе общаго пучка кони- 
ческихъ сфченй, опредфляемаго коническими сфченями (=0 и 
= 0, 
Черезъ данную точку проходитъ лишь одно изъ коническихъ 
сфченй пучка, параметръ котораго Л дается равенствомъ: 


6) 
АЕ 
при чемъ въ выраженя О и Г вмБсто х, и, < подставляются ко- 
ординаты этой точки. Исключен!е представляютъ, однако, тъЪ точки, 
для которыхъ выполняется какъ равенство О = 0, такъ и равенство 
Г =0, т. е. точки пересфченя предложенныхъ коническихъ сЪче- 
нй. Черезъ эти точки проходятъ всф коническя сЪфченйя пучка, онЪ 
являются его основными точками. Число ихъ вообще равно 4, 
если считать также и мнимыя точки. [Для Пучка круговъ, напримЪръ, 
относительно котораго въ $ 12 была рЪчь лишь о двухъ основ- 
ныхъ точкахъ, двЪ друПя совпадаютъ съ безконечно удаленными 
мнимыми циклическими точками. |] 

Каждая прямая, соединяющая дв$ основныя точки, называется 
радикальной осью пучка; поэтому всего ихъ существуетъ шесть; 
въ геометр!и пучка онф играютъ чрезвычайно важную роль, осо- 
бенно при изслфдовани вопроса о томъ, входятъ ли въ составъ 
пучка также и распадаюцщияся коническя сЪчения. 

Если напишемъ уравнене 1) въ развернутомъ видЪ: 


З-НАТ = (а-я. ) 2 + 2 (а + @)хи-..:=0 Т) 
и выразимъ услове 1) =0 распаденя коническаго сфчен!я оо 
$ 18, стр. 238), то получится: 


ай ! Г ^ 
Ч: Е ^^ 1, ав Аа», аз -- Лаз | 5 
1 ! ! 
а: - А4, а | ЛА оз, аз + №43 =0 АСУ 
! > 1 ! 
| 41 + А з1, 432 Е Л@ зо, @3з Е № 33 © 


Въ развернутомъ вид это есть кубическо \‘уравнене. По- 
этому вообще пучекъ содержитъ 3 пары он \ 

ОнБ могутъ быть также непосредственно дблучены съ помощью 
основныхъ точекъ, такъ какъ такая пара не можеть быть ничфмъ 
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инымъ, какъ двумя противоположными радикальными осями. Въ 
самомъ ДЪФЛЪ, послфдня образуютъ проходящее черезъ четыре 
основныя точки коническое сЪчене, которое должно принадлежать 
пучку. 

ПримЪчан!{е. На этомъ основанйи учене о пучкахъ кони- 
ческихъ сфченйй иной разъ съ выгодой можетъ быть использовано 
для вывода уравненя опредфленнаго коническаго сфченя. Поло- 
жимъ, напримЪръ, что нужно провести коническое сЪчеше черезъ пять 
томе [+1 1), СЗ, +1), ВС Ра 1 
Р. (+ 2, | 4); возьмемъ прежде всего четыре точки, скажемъ, 
Р,, Р., Р., Р. въ качеств основныхъ точекъ пучка. Тогда ради- 
кальныя оси Р.Р и Р.Р, имфютъ уравненя (см. $ 9) у 1=0 
и У Зх —14=0. Точно такъ же найдемъ и уравнен!я радикаль- 
ныхъ осей Р.Р; и Р.Р: З'/—х —2=0, х-3=0. Слфдовательно, 
уравнен!е пучка имфетъ видъ: 


(у— 1) (И 3х — 14) НА (х— 3) (39у—х— 2) = 
Если подставить сюда координаты пятой точки Р, (+2, + 4), 


то получимъ ^ =— $, такъ что — посл$ раскрытя скобокъ и при- 
веден!я — искомое уравнен1е представится въ вид: 


3х? — Зху - 2/* — Эх — Зи 19 =0 


Хотя въ этомъ выводЪ отсутствуетъ симметр!я, но, по боль- 
шей части, онь значительно короче даннаго въ $ 8-омъ (стр. 113), 
какъ это видно изъ послфдняго примЪра. 

Какъ было доказано въ 5 22-омъ, щагональный треугольникъ 
каждаго четырехугольника, вписаннаго въ коническое сфчене, есть 
полярный треугольникъ коническаго сЪченя. Такимъ образомъ, 
если принять четыре основныя точки за вершины четырехугольника, 
то д1агональный треугольникъ будетъ полярнымъ самому себъ^(от- 
носительно всЪхъ коническихъ сфченй пучка; онъ будетъ -Пбляр- 
нымъ треугольникомъ послфдняго. Если принять его за, `кбординат- 
ный треугольникъ, то выраженя Ц, Г оба будутъ „чистыми“: 


И споеа Гал а «ра в, 
и пучекъ получитъ простфйшее аналитическое вы- 


0 


ражен!е въ томъ отношенми, что уравненеёФо будетъ содер- 
жать только чисто квадратные члены. “СУ 


ря 
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Мы придемъ къ чрезвычайно важному предложеню, если пе- 
ресфчемъ пучекъ прямой. Если взяты прямоугольныя координаты и 
эта прямая сдБлана осью х-овъ, то слфдуетъ положить =! и — 
для этой прямой — и = 0, такъ что уравнене 1) приметъ видъ: 


! 3 1 ! мй р 

(а: + а 11) х? - 2 (а, - ^а аз) х + (4: + ^а зз) = 0; 
это уравнене для любого ^А, т. е. для каждаго коническаго сфчен!я 
опредфляетъ абсциссы х, и х, обфихъ точекъ пересфченя. Поэтому: 


! 
@з Е А 13 Е" _ @зз + ^@ зв. 
1 а — Г 
бт: аа Аа’ 1. 91 + 911 
Посл исключеня ^ получится уравнене между х, и х, вида: 


аж 0 (х, +.) с=0 
чфмъ, согласно 5 3-ему (стр. 48), непосредственно доказывается те- 
орема: 

Пучекъ коническихъ счен!Й даетъ въ пере- 
сфчен!и съ каждой прямой плоскости два ряда то- 
чекъ, образующихъ инволюц!ю. 

Въ частности поэтому шесть сторонъ полнаго четы- 
рехугольника пересф$каются любой прямой въ ин- 
волюц!онной группЪ точекъ (см. 8 3, стр. 53). 

Если инволющЯя имфетъ двЪ вещественныя двойныя точки, то 
прямая касается двухъ коническихъ сЪченй пучка, такъ что задача: 
начертить коническое сфчене, проходящее черезъ четыре точки и 
касающееся данной прямой — вообще имфетъ два рфшенй. Если уда- 
лить прямую въ безконечность, то мы увидимъ, что черезъ четыре 
точки проходятъ двЪ параболы; въ дЪЙствительности эти параболы 
оказываются вещественными лишь въ томъ случаЪ, если эти точкн 
можно соединить такъ, чтобы получился четырехугольникъ, имЪфю- 
Ш лишь „выходяще“ углы. 5 

Если мы станемъ искать, по формуламъ 3) $ 22-го, коорли вы’ 
и, и, и поляры [ какой-нибудь точки Р(х, 1, <) относительно "ка- 
кого-нибудь коническаго сЪченя пучка, то мы получимъ Ыб Но 


$ 
линейныя относительно ^. Поэтому: (© 


Поляры н5которой точки плоск и” относи- 
тельно всЪфхъ коническихъ сфчен!й >“ образу- 
ютъ пучекъ лучей. Такимъ образомъ, для иаждой точки во- 
обще существуеть одна и только одна ‘другая точка, которая 


хх: = — 
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является гармоническимъ полюсомъ первой относительно всфхъ ко- 
ническихъ сфченй. ДвЪ так!я точки называются сопряженными по- 
люсами пучка. | 

Исключене представляеть лишь тотъ случай, когда точка 
совпадаеть съ одной изъ вершинъ полярнаго треугольника, ибо 
тогда противоположная ей сторона будетъ ея полярой относительно 
каждаго коническаго сЪчения. 

Если, наоборотъ, опредфлить полюсы н5Фкоторой прямой 
ц, 9, и относительно вс$хъ коническихъ сфченЙ, то мы немед- 
ленно же найдемъ, что координаты ихъ будутъ квадратными функ- 
щями отъ ^. Такъ какъ, кромЪ того, полюсъ прямой для случая, 
когда коническое сЪчене распадается, вообще совпадаетъ съ точ- 
кой пересЪченя прямыхъ, составляющихъ коническое сфчене, то 
отсюда слБдуетъ: 

Полюсы прямой относительно коническихъ С$- 
чен1Й пучка образуютъ коническое сЪчен!е, прохо- 
дящее черезъ вершины полярнаго треугольника. 
Если прямая безконечно удалена, то эта теорема сводится къ слЪ- 
дующему: 

Центры коническихъ сЪченуй, образующихъ пу- 
чекъ, лежатъ на (не принадлежащемъ пучку) коническомъ 
с$чен!и, которое проходитъ черезъ середины ше- 
сти радикальныхъ осей и черезъ три д!1агональныя 
точки. Въ частности, если радикальныя оси попарно взаимно пер- 
пендикулярны, въ каковомъ случаф пучекъ (согласно $ 19-ому, стр. 
252) состоитъ исключительно изъ равностороннихъ гиперболъ, то 
это коническое сфчене обращается въ хорошо извЪстный изъ эле- 
ментарной геометр!и „кругъ девяти точекъ“ Фейербаха (Кеиег- 
Басп). у «У 

ОпредЪ ленте. Если изъ числа коническихъ сфченй уфа 
взяты какя-нибудь четыре коническихъ сфчен!я, от въчающыя Сначе- 
ченямъ Л,, Л., ^., ^, параметра ^, то подъ ихъ к ЫМЕ отно- 


Л А. —^ 
шенемъ разумЪютъ дробь Зав) т. 4) $7 х 
Вт Аз) ' — 
Этимъ опредфленемъ основное понят!е о пр. активной зависи- 
2 
мости между пучками лучей переносится на ‚ ПУЧКИ” коническихъ сЪ- 


ченй. Такъ какъ, согласно выведенному выше, координаты и, %, 
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поляры произвольной точки Р(х, и, <) суть линейныя функщи отъ ^, 
то двойное отношене четырехъ коническихъ сЪченй равно двой- 
ному отношеню четырехъ поляръ. Если, въ частности, точка 
Р(х, и, <) совпадаетъ съ одной изъ основныхъ точекъ, то поляры 
становятся касательными. Поэтому: 


Двойное отношен{е четырехъ коническихъ С$- 
чен!й пучка совпадаетъ съ двойнымъ отношен{емъ 
четырехъ касательныхъ къ нимъ въ одной изъ 
основныхЪъ точекъ*). 


Мы не станемъ далфе углубляться въ геометрию пучка кони- 
ческихъь сфченй. Упомянемъ еще лишь о томъ, что приведенныя 
здфсь теоремы имфютъ многочисленные особенные случаи, обу- 
словливаюц!е тф или иныя исключен!я. которыя, однако, въ дан- 
номъ случаф сейчасъ могуть быть перечислены. И самъ пучекъ 
также можетъ подвергнуться вырожденю. Если, напримфръ, двЪ 
изъ основныхъ точекъ совпадаютъ, то онъ состоитъ изъ всфхъ ко- 
ническихъ сфченй, которыя проходятъ черезъ три данныя точки и 
касаются н$фкоторой прямой, проходящей черезъ одну изъ нихъ. 
Могутъ совпасть также и дв друйя основныя точки; тогда пучекъ 
состоитъ изъ всфхъ коническихъ сфченй, которыя касаются другъ 
друга въ этихь же двухъ точкахъ (коническя сфченя, имфюнИя 
двойное соприкосновене, извфстны намъ еще изъ $ 23). Къ такого 
рода пучкамъ принадлежатъ, напримфръ, концентричные круги 
(точки касаня совпадаютъ съ мнимыми циклическими точками), 
концентричные, подобные и сходственно расположенные эллипсы или 
гиперболы съ однфми и тфми же асимптотами. Могутъ также сов- 
пасть и три точки, тогла коническя сфченя проходятъ черезъ двЪ 
данныя точки и въ одной изъ нихъ имфютъ касане второго по- 5 
рядка; наконецъ, могутъ совпасть и всф четыре точки, тогда, пу> 
чекъ состоить изъ всфхъ коническихъ сфченй, которыя въ Этой 


: «< 
точк5 имфютъ касане третьяго порядка; и Т. д. ^СУ 


а 
59 


Де 
*) Эта теорема справедлива также и для пучкбвъ высшаго порядка 
и, въ виду этой общности, имЪетъ особенную важность. 
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В. Сти коническихъ сЪчен!й. 


Если даны два уравнен!я коническихъ сфченй въ линейныхъ 
координатахъ 


И=Е(и, ч, и) =0, ГЕЁ, (и, ч, и) =0, 
ТО съ помощью ихъ линейнаго сочетаня: 


получится, равнымъ образомъ, сфть коническихъ сфченй, которая 
содержитъ двЪ данныя кривыя (для ^=0Ои ^= с) и ими опре- 
дфляется. 

Эту сть отнюдь не слфдуетъ смЬшивать съ разсмотрфннымъ 
выше пучкомъ коническихъ сфченй: ее слБдуетъ скорЪе разсматри- 
вать, какъ полярную фигуру послЪфлняго. Поэтому свойства ея вза- 
имны относительно свойствъ пучка и могутъ быть найдены непо- 
средственно путемъ преобразованя, согласно принципу двойствен- 
ности. Такимъ образомъ, достаточно ихъ перечислить: 

1. ВсЪ коническя сфченя сЪфти касаются четырехъ прямыхъ, 
основныхъ прямыхъ сфти (которыя, однако, частью или всф могутъ 
быть мнимыми). Каждая другая прямая касается лишь одного кони- 
ческаго сЪченйя. 

2. Сфть содержитъ три коническихъ сфчен!я, распадающихся 
каждое на два пучка лучей, центрами которыхъ являются шесть 
точекъ пересфченя основныхъ прямыхъ. Попарное соединене этихъ 
центровъ приводитъ къ общему полярному треугольнику; если от- 
нести къ нему сть, то уравнене ея становится „чистымъ“. 

3. Сфть проектируется изъ произвольной точки двумя инво- 
лющонными пучками лучей, если обЪ касательныя къ одному и 
тому же коническому сЪченйо отнесены другъ другу. Двойные лучи 
этой инволющи суть касательныя къ двумъ коническимъ сфченйяа й 
сфти, которыя проходятъ черезъ эту точку. Поэтому задача; СБЯйти 
коническое сфчен!е, которое касается четырехъ НО т рямыхъ 
и проходитъ черезъ данную точку — вообще имфетъ два’ ‚рьшенй. 
Будутъ ли эти ршеня вещественными или мнимымих Зависить отъ 
поля, въ которомъ точка лежитъ, при чемъ подъ\ пблемъ разумъ- 
ется часть плоскости, ограниченная какими- нибудь" двумя, тремя или 
всфми четырьмя основными прямыми. Если © ‘она’находится внутри 
четырехугольника, который всегда образуютъ’ четыре прямыя (если 
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между ними н5Ътъ двухъ параллельныхь или трехъ проходящихъ 
черезъ одну точку), то коническя сфченя будутъ вещественными 
(два эллипса, лежанйе совершенно внутри четырехугольника и ка- 
сающеся его сторонъ); равнымъ образомъ, они будутъ веществен- 
ными, если точка лежитъ въ одномъ изъ „вершинныхъ“ полей, ко- 
торое иметъ съ четырехугольникомъ лишь одну общую вершину, и 
наоборотъ -— мнимыми, если точка лежитъ въ одномъ изъ осталь- 
ныхъ шести полей. Если же точка находится на одной изъ основ- 
ныхъ прямыхъ, то оба коническихъ сченя совпадаютъ въ одно. 

4. Полюсы какой-нибудь прямой относительно всЪхъ кониче- 
скихъ сфченй сти лежатъ также на прямой. Эти двЪ прямыя 
являются сопряженными относительно сфти. Въ частности поэтому 
центры сти лежатъ на прямой, соединяющей середины трехъ даго- 
налей основного четырехсторонника, и оба данныхъ коническихъ 
сфченя имфютъ одинъ и тотъ же центръ, ибо тогда онъ совпа- 
даеть съ вершиной полярнаго треугольника и потому является цен- 
тромъ каждаго коническаго сЪчен!я сЪти. 

Весьма извф$Ъ стнымъ частнымъ случаемъ разсма- 
триваемой здЪсь сти представляются „софокус- 
ныя коническ!я сфчен!я“, т. е. система всфхъ коническихъ 
сЪченй, имфющихъ т же фокусы. Основной четырехсторонникъ 
составляется здфсь изъ нулевыхъ прямыхъ проходящихъ черезъ фо- 
кусы; отсюда заключаемъ, что изъ его элементовъ вещественными 
являются только оба фокуса, которые можно разсматривать, какъ 
пару противоположныхъ вершинъ, между тЪмъ какъ вторую пару 
вершинъ образуютъ два мнимыхъ фокуса (см. 5 13), а третью — 
дв  безконечно  удаленныя циклическя точки. — Наоборотъ, 
обийй полярный треугольникъ будетъ вещественнымъ; онъ соста- 
вляется изъ обфихъ главныхъ осей и безконечно удаленной прямой. 

Для того чтобы отдфльно разсмотрЪть этотъ важный частный 
случай, выберемъ за ось х-овъ и за ось и-овъ обЪ главный ›бси, 
обозначимъ черезъ е общ всфмъ коническимъ съченымк Полузкс- 
центриситеть и черезъ ад — соотвЪфтственно — больш (о’Уили (для 
гиперболы) вещественную полуось. Тогда сои ЭТИХЪ 


коническихъ сфчен!й въ декартовыхъ ыы < аковы: 
$ 


аа, ©. 


п. 6 ти ии о. льяа, 202 личи под паттнииии 
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или, если положить 43 — г =А, а3= 24): 
х2 
ее» 
поэтому въ линейныхъ координатахъ эти уравненНя имфютъ видъ 
(стр. 300): 


2 
1 =0, 


и? (е +) + —1=0 
или: 
(11? — ПНА (им 97) =0, 

отсюда ясно, что софокусныя коническя сфченя дЪйствительно 
образуютъ линейную сть коническихъ сфченй. 

Черезъ каждую точку Р плоскости проходитъ одинъ эллипсъ 
и одна гипербола софокусной сфти. Касательныя въ точкф Р къ 
этимъ двумъ кривымъ, согласно теоремЪ 3), суть двойные лучи 
инволющЩи, которыми сфть проектируется изъ точки Р. Онф поэтому 
должны быть гармонически расположены относительно двухъ про- 
ходящихъ черезъ точку Р нулевыхъ лучей, слфдовательно, взаимно 
перпендикулярны; съ другой стороны, онф вмфстЪ съ двумя фо- 
кальными лучами образуютъ гармоническ!Й пучекъ и поэтому д$- 
лять пополамъ углы между фокальными лучами (см. 5 13 и $5 14); 
отсюда, между прочимъ, вытекаетъ теорема, что софокусные 
эллипсъ и гипербола во всфхъ точкахъ перес$ка- 
ются подъ прямыми углами. И такъ какъ эти двойные лучи 
въ то же время гармонически расположены относительно касатель- 
ныхъ, проведенныхъ изъ точки Р къ каждому коническому сфченю 
сфти, то мы снова приходимъ къ теорем 58 13: равнодЪ$ лящЁя 
угловъ между фокальными лучами вмЪфст съ тфмЪъ 
являются равнодф$лящими угловъ между этими ка- 


сательными. д 
Ау 


д 
д 
е ©° 
У 


С. Пучекъ и сфть въ соединен/и. © 


, р 
Два коническихъ сфченя опредфляютъ пучекъ ине НУ 
сфть, въ зависимости отъ того, соединены ли д уг съ другомъ 
линейно ихъ уравнен!я въ декартовыхъ или въ  Жагенщальныхь 
координатахъ. Оба образа -— пучекъ и сЪть — вообще совершенмо раз- 
личны, но въ одномъ частномъ случаЪ они тождественны, именно 
тогда, когда два данныя коническ!я сфчен{я касаются 
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другъ друга въ двухъ точкахъ. Тогда четыре основныя 
точки пучка, попарно взятыя, совпадаютъ съ точками касаня, и 
четыре основныя прямыя с$ти — съ касательными въ этихъ точкахъ. 
Пучекь и сфть образованы въ этомъ случаф всфми коническими 
сфченями, которыя касаются двухъ данныхъ въ названныхъ точ- 
кахъ; они объединяются въ систему дважды касаю- 
щихся коническихъ сЪчентй, о которыхъ уже была р$чь 
выше. 

Если двЪ оби!я точки мнимыя, т. е. въ дфйствительности не 
существуютъ, тождественность между пучкомъ и стью т5мъ не 
менфе остается въ силЪ. Такого рода особенность представляется, 
кромф упомянутой выше системы подобныхъ, сходственно .располо- 
женныхъ и концентричныхъ эллипсовъ, еще въ случаф всфхъ кони- 
ческихъ сфченй, имфющихъ одинъ обшиЙй фокусъ и общую дирек- 
трису, соотв$тствующую этому фокусу. Тогда касательныя тожде- 
ственны съ нулевыми лучами, проходящими черезъ фокусъ, между 


тфмъ какъ обЪ точки касаня лежатъ на директрисЪ. Для того же,. 


чтобы это доказать, не прибфгая къ мнимымъ количествамъ, выбе- 
ремъ за начало координатъ фокусъ, а перпендикуляръ изъ него на 
директрису — за ось х-овъ. Наконецъ, разстояНе фокуса отъ ди- 
ректрисы обозначимъ черезъ 0. Тогда, согласно формуламъ 16) 
(стр. 172): 


Хх? и? — = (х— 9) = 


преобразован!е же къ тангенщшальнымъ координатамъ даетъ: 
НЙ ] \2 ] 
52 Ух В 
= (и -- о > =0 
мы" 4 


Если въ обоихъ уравненяхъ положить еще =? =), то, въ дйстви: 
тельности, окажется, что Х^ входитъ лишь въ первой степени акъ 
въ уравнене въ декартовыхъ координатахъ, такь и въ уравнене 
въ тангенщшальныхъ координатахъ. $ 

Въ этомъ параграфЪф былъ данъ лишь быв еркь теории 
пучковъ и сЪтей коническихъ сфченй, для основательнаго изложе- 
ня которой здфсь не можетъ быть удфлено доеаточно мЪста. Быть 


22 


«У 
Вычислене мы производимъ по формулЪ 9) $ 22-го (стр. 29%). ^; 
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можетъ, однако, именно въ виду этого, изложенное побудитъ под- 
готовленнаго уже читателя къ самостоятельнымъ размышленямъ и 
изслЪдованямъ относительно простыхъ, Но глубокихъ аналитиче- 
скихъ выраженй многообразно скомбинированныхъ геометрическихъ 
образовъ. Эти комбинаши вслфдстве ихъ совершенной краткости и 
содержательности даютъ возможность столь успфшно проникать въ 
сложныя геометрическя теоремы и построен1я, какъ это никогда не 
удается сдЪлать съ помощью даже многочисленныхъ, но разроз- 
ненныхъ доказательствъ —- особенно, если они являются именно только 
доказательствами, а не систематическими изслфдованями. Важны 
даже не отдфльные результаты, но творческая плодовитость мето- 
довъ, открывающихъ обийй смыслъ, такъ сказать, организмъ обра- 
зовъ, и поэтому преимущественно цфнныхъ. Тотъ, кто владЪфетъ съ 
нъкоторымъ совершенствомъ аналитической геометрей до кониче- 
скихъ сЪченй включительно, извлечетъ отсюда выгоду и во мно- 
гихъ практическихъ случаяхъ, какъ напримЪръ, въ начертательной 
геометр!и, въ механикЪ и статикф. 


Задачи. 


1. Если въ пучкБ коническихъ сфченйй содержится кругъ, то 
всЪ принадлежашия ему коническя сЪченя имЪютъ параллельныя 
главныя оси. 

2. Дано коническое сЪчене Р (х, у, <) =0 и точка Р (хо, ио, Хо) 
на немъ. Найти аналитическое выражене пучка коническихъ сфче- 
нй, который содержитъ данное коническое сЪчене и всЪ четыре 
основныя точки котораго совпадаютъ съ точкой Р. (Пучекъ, кри- 
выя котораго имфютъ касан!е. третьяго порядка.) 

3. Съ помощью упомянутаго въ задач 2 пучка вывести вы- 
ражен!я для радусовъ кривизны въ вершинахъ эллипса, гипербо: лы 
и параболы. к 


$ 96. АСУ 
Отображеше и геометрическое сродство. 


Если, скажемъ, фотографируется рисунокь, вн или пред- 
ставляется въ перспективЪ шахматная а ‘С ея 64 квадратами, 
то, съ геометрической точки зрЪнйя, здьсьъ чь идетъ объ изобра- 
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жен!и одного геометрическаго плоскаго образа въ другомъ, при чемъ 
каждой точкф перваго образа соотвфтствуеть одна точка изобра- 
женя, и наоборотъ. 


Такого рода изображеня, равно какъ и проистекаюця изъ 
нихъ геометрическя сопряжен!я, играютъ чрезвычайно важную роль 
именно въ приложен!яхъ математики. Если рЪчь идетъ не о двухъ 
плоскостяхъ, а о двухъ прямыхъ, то въ учеши о проективности 
нами уже обстоятельно изучено одно изъ такихъ изображенй; съ 
этой точки зрЪн!я главное содержан!е этого послЪдняго параграфа 
состоитъ въ распространен!и понят!я о проективности на плосюе 
образы. 

Итакъ, пусть будутъ даны двЪ плоскости Е, и В, при чемъ 
само по себЪ безразлично, совпадаютъ ли он или дфйствительно 
лежатъ въ пространствЪ отдЪльно; только въ первомъ случа каж- 
дая точка плоскости можетъ быть причислена какъ къ точкамъ 
плоскости Е, такъ и къ точкамъ плоскости Е. На плоскости Ё, 
выбираемъ какую-нибудь прямоугольную систему координатъ х, и, 
а на плоскости Е, — систему Е; м. Если теперь каждой точкЪ 
Р(х, у) должна соотвЪфтствовать точка О (ЕЁ, 1), то этимъ выражено 
требоване, чтобы значен!я &, \ могли быть вычислены по значенямъ 
х, и. Поэтому, окончательно, каждое геометрическое сопряжене 
такого рода, будучи аналитически истолковано, должно свестись 
къ двумъ уравненямъ вида: 

Е == 2 (х, у) 1) 

= 2, (х, 1), 
въ которомъ А; и РЁ. суть какя-нибудь двЪф данныя функщи отъ 
хи у. 


Если, напримЪръ: 


ыы = Хх ^ о САО 
В = ть такъ что Л, (х, 1) = я в 

1 ] СР) 
а - = „ Р(х, у) = р (вовсе не содержить_ %), 


р © 
1 \\© 


то, въ силу этихъ соотношенйй, каждой точкЪ Р(х, и) ут 
нфкоторая точка О ($, *). $ 
Путемъ обращен!я немедленно получаемъ: 
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- 
т , 
1 ет 
| ст 

Такъ какъ равенства 1’) и 1") построены совершенно анало- 
гично, то можно заключить, что геометрическая зависимость между 
плоскостями Е и Ё, обратима. — ДальнЪйшую особенность этой 
зависимости мы обнаружимъ, допустивъ, что точка О (5, 4) опи- 
сываетъ прямую 

аи с = 0 

Это уравнене, въ силу соотношенй 1’), преобразуется въ. 

слъЪдующее уравнене: 

ов ВЫ 

‚Жк 

ИЛИ: 

ах +В - су = 
которое также выражаетъ прямую. Такимъ образомъ, прямой 
въ плоскости Ё, всегда соотвЪтствуетъ прямая въ плоскости Ё.; 
говорятъ, что обф плоскости „коллинеарно“ сопряжены одна съ. 
другой. 

РазумЪется, вмфсто прямоугольныхъ координатъ могутъ быть 
взяты косоугольныя и даже однородныя трилинейныя координаты. 
Въ послфднемъ случаЪ, если Р(х, у, Хх) и О(=, 1,3) должны быть 
соотвфтственными точками, вмфсто уравненй 1) пользуются урав- 
нен1ями: 

5 =, (х, у, <), = 4» (х, И, <), 3 = 3 (х, У, <) 
при этомъ функши ф;, $5, фз непремфнно должны быть однород- 
ными и одной степени для того, чтобы отношешя х:И:2 дЪйстви- 
тельно приводились къ отношенямъ #:1:3. Обратно, а 
вида 1) всегда могутъ быть сдфланы однородными. Такъ, напри- 
мфръ, вмфсто уравненйй 1”) могутъ быть взяты три уравнение” 


> “ 
в =, е? 
Е о ХУ 
изъ которыхъ получаемъ: ; =-, т. такъ оо получа- 
- 1 = 1 | 
$; 
= И 1 
ются уравнен!я 1’), если подставить & и 7)\вм т и, р 
а В 


: 55 


вмфсто —. о АС 
1 ы У 


р а 
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Останемся, однако, покамЪстъ, при прямоугольныхъ коорди- 
натахь и разсмотримъ простфйшИя изъ существующихъь вообще 
теометрическихъ соотношенйй. 

а) Конгруэнтность. Ея выражене немедленно же полу- 
чается съ помощью формулъ преобразован!я координатъ ($ 4): 
| ж = 2 с05 ф— узтф--а 

у=Езтф -- 1с0$ф- 6; 
только здЪсь Р(х, у) и О(Е, 1) суть двЪ различныя точки, быть 
можетъ, лежащ!я на различныхъь плоскостяхъь Е, и Ё,, тогда какъ 
раньше этими же уравненями выражалась одна и та же точка въ 
двухъ различныхъ прямоугольныхъ системахъ координатъ. Если еще 
и системы координатъ соотвфтствуютъ другъ другу, то формулы 
упрощаются: 
х=$, У=Т, 
вмЪстБ съ ч$мъ конгруентность становится вполн$ очевидной. 
6) Подоб!е. Оно дается формулами преобразования: 


2 = Е с0$ф — мзтф-фа 

9/ = ЛЕ Эф -- ^1с0$ф -Ь, 
гдЪ ^ обозначаетъ отношене подоб!я или мЪру увеличен1я или умень- 
шеня. Если начала координатъ помфстить въ соотвЪтственныя точки 
и выбрать за оси взаимно соотвЪтственныя прямыя, то преобразо- 
ван!е упрощается въ: 


ыы И 
Хх =^.-5, И =" 


с) Самое общее „аффинное“ сопряжене. Оно опредБляется 


формулами: 
же = а, Ром с, 


у = 4.5 + 6-Е с», 


въ которыхъ а, В,, с, 4., 6., с› суть каюе-нибудь шесть коэф- 


2) 


фищентовъ, подчиненные лишь тому условю, чтобы опредЪлитель <” 


|а,, р ка 
[а р, | не обращался въ нуль; въ противномъ случаф, при Що 
р 2 - 
слени Би \, когда опредфлитель этотъ будетъ въ знамена, мы 
получили бы вообще $ = © и ц= сю. < 
\ 


Въ виду того, что аффинное преобраар анис выражается ли- 
нейными формулами, порядокъ (и классъ) кривой ‘при аффинномъ 
преобразован!и остается неизм Бннымъ; въ частнои. прямымъ лин!ямъ 


АУ 
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соотвфтствуютъ снова прямыя лини, и притомъ такъ, что безко- 
нечно удаленной прямой плоскости Ё, соотвЪтствуетъ безконеч- 
но удаленная прямая плоскости Р.. о 


ах - Ву Е1=0 


будетъ какая-либо прямая на плоскости Е, ; соотвфтствующей ей на 
плоскости Ё, будетъ прямая: 


(ах -- а.З) Е - (В. - 5,3) ч- (са + ов т) = 0. 

Отсюда вытекаетъ, что параллельныя прямыя преобразуются 
снова въ параллельныя прямыя. Можно также легко показать, что. 
простое отношен!е трехъ точекъ, лежащихъ на одной прямой, сохра- 
няетъ свою величину, такъ что въ частности имфетъ мЪсто теорема: 
„середина отрфзка остается серединой сопряженнаго отрЪзка“. При 
аффинномъ преобразован!и прямоугольникъ переходитъ въ паралле- 
лограммъ, кругъ-— въ эллипсъ и т. д. 

Формулы 2) общаго аффиннаго преобразованя могутъ быть 
значительно упрощены при помощи надлежащаго выбора обЪфихъ 


системъ координатъ. Прежде всего для этого мы сд$лаемъ началь- 
ныя точки взаимно соотвЪтствующими; тогда с, =с, =0, такъ что 


х=а ЕВ 
у =а, Е Ьм. 
Затьмъ опишемъ въ плоскости Ё, около начала координатъ 
радусомъ т кругъ: 
хи — = 0. 


Онъ преобразуется въ эллипсъ: 

(а? а.) 2-2 (а, в,  а,6,) 59 Е (6,7 {+ 5,) "п =0 
и притомъ такъ, что сопряженные, т. е. взаимно перпендикуляр- 
ные д!аметры круга преобразуются въ сопряженные д1аметры элл Иса 
(ибо середина остается серединой). Главныя оси этого эллипса воЗЬ- 
мемъ за ось би ось \, а соотвфтствующе имъ взаимно? лерпенди- 
кулярные д1аметры круга — за ось х-овъ и ось у- овъ, такъ что 
уравненямъ х=0, у=0 должны будуть соотейтсйвовать уравне- 


ня &=0, у=0. Тогда а, = =Ои ее ны преоб- 
разования упрощаются въ: ой 


бе 4 2а) 
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т. е. каждое аффинное преобразоване можетъ быть сведено къ 
сжат1ю или растяженю въ двухъ взаимно перпендикулярныхъ на- 
правленяхъ въ отношени ^,:1 и ^,:1. Начерченному въ плоскости 
Е, квадрату, стороны котораго равны 1 и имфютъ эти направления, 
въ плоскости Е, соотвфтствуетъ прямоугольникъ со сторонами 
Аи ^.. 

Если числа Х, и, (взятыя по абсолютной величинф) оба 
больше 1 или оба меньше 1, то въ каждомъ направлен!и происхо- 
дитъ соотвЪфтственно удлинене или укорачиван!е, величина котораго 
измфняется между ^, и ^,; если же одно изъ этихъ чиселъ есть 
правильная, а другое — неправильная дробь, то существуетъ два 
симметричныхъ относительно осей направленя, въ которыхъ не про- 
исходитъ ни удлинеше, ни укорачиван!е; если, напримЪфръ, Л. =1, 
то оба эти направления совпадаютъ съ направленемъ оси и-овъ. 
Если же, ^,-^, =1, то при аффинномъ сопряжени сохраняются 
величины площадей, въ то время какъ, въ противномъ случаЪ, „коэф- 
фищентъ растяженшя“ для площадей равенъ /^,.^,:1 (для общихъ 
формулъ 2) онъ равенъ а. — Ва. : 1). 

Такъ какъ общее сопряжене, поскольку оно выражается урав- 
нен!ями 2), содержитъ шесть произвольныхъ постоянныхъ, то можно 
потребовать, чтобы какимъ-нибудь тремъ точкамъ Р,, Р,, Р. пло- 
скости ЕЁ, соотвЪфтствовали на плоскости В, какя-нибудь три точки 
О:, О., Оз; но при этомъ ни точки Р,, Р,, Р., ни точки О,, 
О,, О. не должны лежатъ на одной прямой. Если тогда нужно 
найти точку О, соотвфтствующую произвольной точкф Р, то про- 
водятъ, напримфръ, черезъ точку Р прямыя, соотвфтственно парал- 
лельныя прямымъ Р.Р, и Р.Р,, опредфляютъ точки Р,, Р, пере- 
сфченя ихъ съ этими прямыми, берутъ затЪфмъ на прямыхъ (0,0, 
и О,О. точки О; и О; такъ, чтобы простыя отношенйя остались 
безъ измЪфнен!я; тогда прямыя, проведенныя соотв$тственно череёь” 
точки О; и О. параллельно прямымъ ОО и О,О., переськёются 
въ точкф О, соотвфтствующей точкЪ Р. а 

4) Общее коллинеарное сопряженг!е. Аффинное со- 
отвфтств!е, которое въ качеств частныхъ случаевъ ‚ содержить кон- 
груэнтность и подобе, въ свою очередь, т предс\авИнеть частный 
случай общей коллинеащи, къ которой мы теперь обратимся. ЗдЪсь 
оказывается цфлесообразнымъ выбрать въ и [Ё; какой-либо 


—_————— д ——_ 
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основной треугольникъь для системы трилинейныхъ координатъ 
х, 1, д, а въ плоскости Е, — какой-либо другой основной. тре- 
угольникъ для системы х’, и', <'. Если тогда Р(х, у, хи О (хи, х) 
суть двЪ взаимно соотвЪтствуюц!я точки, то коллинеарное преоб- 
разован!е выражается линейными уравнен!ями вида: 
х=а у сх 
у=аьх -Е Ву сх 3) 
х=азх Еву Е сд, 
гдЪ девять коэффищентовъ могутъ имфть произвольныя значеня, 
лишь бы только ихъ опред$литель 
| Чт, р, с; 
= Мы 
| @з» бз; Сз 


не былъ равень нулю; въ противномъ случаЪ, преобразован 
не могло бы быть обратимымъ. Если, какъ и прежде, обозначимъ 
миноры опредфлителя А черезъ ,, 4. и т. д., то въ результатЪ 
обращен!я получимъ: 
А-х = Ах | Чу Ах 
А. = В,х -- Вьу + Вх 3) 
А.Х =Сх + Су СК 
(Множитель А не имфетъ здЪсь никакого значеня, такъ какъ 
важны лишь отношеня ху: их:и:х.) 
Положимъ, что точка Р(х, и, <) описываетъ на плоскости Ё, 
прямую съ координатами и, 9, 1, т.е. линйо, выраженную уравненемъ: 


их | оу -- 95 = 0. 


По прим$ненНи формулъ 3) оно преобразуется въ уравнен!е: 


(али Ра ази)х' + (Би Бо ку (си Е со  ви)х =0, 


о 
такъ что точка О также описываетъ прямую линю*) съ коорди: 


натами: °_©)° 
и’ = ан ао аш с? ь 
ы ! Е , р < 
и = ри ре -- Ви 35$ За) 
Ви = 0. бу 
и =аи + с.0 + си < 


о : 
Какъ мы видимъ, преобразован! е\ Тангенц!аль- 
О 
ныхЪъ. координатъ также опред $ ляется формулами 
—_—_—_ Ух 


в 
2 за д Я 
*) Отсюда и назвае «коллинеарный». “С 


—————————— ный 
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первой степени. Поэтому при коллинеарномъ пре- 
образованти не изм Ъняется ни порядокъ, ни классъ 
кривой; такимъ образомъ, въ частности, коническ1я 
с<фчен!1я преобразуются снова въ коническ!я СЪ. 
чен1я. 

Возьмемъ въ плоскости Ё, ка я-нибудь двЪточки Р”, (хи, хи) 
и Р', (ху. 5.) и опредфлимъ по формуламъ 3) соотвфтствующя 
имъ точки Р, (хм, И, 3) и Р.(х, 1..5.) въ плоскости ЁЕ,. Тогда, 
согласно $ 21, координаты произвольной точки прямой, прохоля- 
щей черезъ точки Р’, и Р’,, выражаются формулами: 


"2 К „1 га ! Жо. 9. 
х =х, Ах, у=у, НА, = МЬ 
путемъ подстановки этихъ выраженйй въ уравнен!я 3) для соотвЪт- 
ствующей точки получатся аналогичныя формулы: 


х=х, + Ах,, у=у, Ру, = М 
съ тБмъ же параметромъ ^. Поэтому, согласно 5 21 (стр. 286): 

Если точка Р описываетъ рядъ точекъ, то точка 
Р’опишетъ проективный съ нимъ рядъ точекъ; ана- 
логично доказывается, что и пучки лучей изображаются 
другъ на друг5 проективно. 

Теперь, наконецъ, можно строго провести различ1е между ме- 
трическими и проективными свойствами геометрическихъ 
образовъ. Свойство называется проективнымъ, если оно сохраняется 
при каждомъ коллинеарномъ преобразован, въ противномъ же 
случаЪ, —если при такого рода преобразовании оно можетъ быть 
утрачено — метрическимъ. Въ этомъ смыслЪ проективное свойство 
представляется неизмЪннымъ инвар!антомъ, метрическое же — нътъ 

Поэтому двойное отношене точекъ на прямой, равно какъ 
четырехь лучей пучка, есть проективное понят. Проектив- „ 
ными свойствами являются далфе принадлежности точки данной” 
прямой, касане и пересЪчене кривыхъ, теоремы Паскал и 
Бр!аншона, гармоническ!я свойства полнаго четырехст оронн ка 
и четырехугольника и т. д. Наоборотъ, къ метрическимъ свойствам 
относятся разстояне между двумя точками, разстояние. Точки оть 
прямой, уголь между двумя прямыми, простое ране трехъ 
точекъ на прямой, площадь треугольника или како нибудь другой 


а 
геометрической фигуры и т. д. ба “С ы 
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Что проективныя выражен!я, какъ напримфръ, выражен!е для 
двойного отношеня, въ конц концовъ, должны содержать ме- 
трическя величины, само собою разумЪется, такъ какъ аналитиче- 
ская геометр!я построена на метрическомъ основани. Сама по себЪ 
геометр1я именно является метрической и всегда такой останется. 
Разстоян!е и уголъ всегда будутъ ея основными понят!ями; однако, 
въ ней существуетъ огромная область, чистая проективная геометрия 
или геометрия положеня, которая съ самаго начала отказывается 
отъ пользованя метрическими понят1ями и въ изв$стномъ смыслЪ 
представляеть собою противоположность всякой метрической гео- 
метр!и, въ особенности, аналитической геометр!и. ЗдЪсь н$тъ ника- 
кихъ разстоянЙ, никакихъ угловъ, нФтьъ безконечно удален- 
ныхъь точекъ, отпадаетъ разница между эллипсомъ, гиперболой и 
параболой; остаются въ сторон также главныя оси и вершины, 
фокусъ и директриса коническаго сфченя и т. д. Предметомъ раз- 
смотр$н1я являются лишь гармоническое и негармоническое распо- 
ложен!е, проективность и инволющя, полюсъ и поляра и т. д. 

Большое преимущество проективныхъ теоремъ заключается въ 
ихъ общности. Теорема Паскаля и Бр!1аншона, проективное 
образован!е, теор!я полюса и поляры, учене о полярныхъ треуголь- 
никахъ —относятся къ каждому коническому сЪфченю; различще по- 
является лишь при переход въ метрическую область. Истинное 
основане этого лежитъ въ томъ обстоятельствЪ. что любое кони- 
ческое сфчене, какъ мы сейчасъ увидимъ, можетъ быть коллинеарно 
преобразовано въ любое другое и притомъ безконечнымъ мно- 
жествомъ способовъ. 

Проективныя свойства, какъьъ выше было упомянуто, суть 
также и метрическя, посколько для ихъ выраженя пользуются 
метрическими понятями. Но можно и, наоборотъ, изъ метри- 
ческихъ свойствъ выдфлить содержащееся въ нихъ проективное 
ядро. Мы не приводимъ общаго обоснованя этого утвержденй, 
тьмъ болЪе, что мы уже встрфчали многочисленные отд льные при- 
м5ры этого въ различныхъ м$стахъ; такъ, простое отношене есть 
частный случай двойного отношен1я, теорема о ‚воибанномь углЪ — 
частный случай проективнаго образован!я а сЪчений и т. д. 

Если въ ‹формулахъ преобразован!я. 58 характеризующихъ 
коллинеащю, примфнить прямоугольныя ‘или’ косоугольныя, но не 


$ 26. отоБРАЖЕНИЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ СРОДСТВО. 347 


хи 29, 
однородныя координаты, то, написавъ х, и, х, И вмЪсто —, ы 
^. 


} 


х 1 | 
т» т» ПолУучимъ: 
^. с 


_ @х + Ву с, 

Е азх - Ву’ сз 3") 

_ вх Е бу с. 

ах Ву с 
кто не хочеть имфть дфло съ трилинейными координатами, тотъ 
долженъ эти уравненйя 3”) принять въ качеств аналитическаго вы- 
ражен1я коллинеарнаго преобразован!я. Независимо отъ того, исхо- 
димъ ли мы изъ формулъ 3) или 3'’), въ нашемъ распоряжении 
всегда есть 9 коэффищентовъ; однако, ясно, что важны лишь ихъ 
отношен!я, такъ что дфло сводится лишь къ 8 величинамъ, такъ 
какъ любой коэффишентъ (если только онъ случайно не равенъ 0) 
можетъ быть, если угодно, сдфланъ равнымъ единиц. 

ВмЪстЬ съ тфмъ коллинеарное преобразоване вообще опре- 
дфляется восьмью условями. Если данной точкф Р плоскости Е, 
въ качествЪ изображен!я должна соотвЪфтствовать нфкоторая точка Р’ 
плоскости ЁР., то въ этомъ требовани объединяются два условйя, 
такъ какъ уравнен!я 3”) дадутъ при этомъ два услов!я для а,р, с- 
Можно поэтому требовать, чтобы какимъ-либо четыремъ даннымъ 
точкамъ Р,, Р,, Р., Р, плоскости Е, соотвфтствовали как я-либо 
четыре точки Р’, Р'’,, Р’., Р', плоскости Е. *). Если тогда для 
произвольной пятой точки Р плоскости С, нужно построить соот- 
вЪтствующую точку Р’ плоскости ЁЕ., то соединяютъ точку Р съ 
какими-нибудь двумя изъ четырехъ точекъ, напримЪфръ, съ точками 
Р, и Р., а затфмъ проективно переносятъ на плоскость Ё, оба 
ву лучей ПР. ПР. ОР в ВР РВ, РР, РР. С 
вершенно аналогичнымъ представляется, естественно, и построен, 
соотвфтствующихъ прямыхъ. 


Теорема. ДвЪ плоскости Р, и Е, всегда можно 
такъ отнести коллинеарно одну къ лруг0&> чТо- 
бы какое-либо коническое сЪфчен1е К набплоско- 
сти Е, имфло своимъ ооо пиве либо 


коническое сЪчен!е КА’ на плоскости Д,, и при- 
А 358 0% 


*) Въ случаЪ проективныхъ рядовъ таких \точекъ было три! 
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томъ еще такъ, чтобы произвольнымъ тремъ точ- 
камъ Р, Р,, Р, кривой К соотвфтствовали произ- 
вольныя три точки Р., Р', Р'’. кривой К'. 

Для доказательства введемъ въ разсмотрфн!е еще какую-ни- 
будь четвертую точку Р, кривой К, опредфлимъ точку Р’, кривой 
К’ такъ, чтобы оба двойныхъ отношенйя (стр. 313) (Ру, Рь, Рь, Р,) 
и (Р., Р., Р., Р.) были равны между собой; если теперь че- 
тыремъ точкамъ Р,, Р,, Р., Р, отнести въ качествЪ соотвЪт- 
ствующихъ четыре точки Р",, Р'.,, Р’., Р'.,то, какъ выше указано, 
коллинеащя будетъ однозначно опредфлена. Тогва коническому сЪ- 
ченю К должно на плоскости Ё, соотвЪтствовать нЪкоторое ко- 
ническое сфчене, проходящее черезъ точки Р’,, Р’,, Р., Р’.. Но 
это коническое сфчене должно совпасть съ А’, такъ какъ, согласно 
$ 23, черезъ четыре данныя точки проходитъ лишь одно кониче- 
ское сфчене для котораго двойное отношене этихъ четырехъ 
точекъ иметь данную величину *). 

Если оба плоскихь образа Е, и Ё, лежатъ на одной и той 
же плоскости, слЪфдовательно, другъ на другЪ5, то каждая 
точка плоскости можетъ быть отнесена какъ къ плоскости Е,, такъ 
и кь плоскости Е,. Сколько точекъ при этомъ приходятъ въ со- 
впадене? 

Для того чтобы отвфтить на этотъ вопросъ, предположимъ, 
что ЕЁ, и Е, отнесены къ одной и той же системЪ координатъ, что 
нисколько не нарушитъ уравненй 3). Совпадене опредфляется 
тогда пропорщей х: у: х=л':/:х или равенствами: 

Аи — м. 


Изъ нихъ, путемь подстановки въ равенства 3), получаемъ : 


(а—Юх-ЕВу сх =0 г 
ах’ ( — уе =0 8) 
азх'-- и (4 —^)х = 0. 2 
По исключени х’ У, Х отсюда получается, кубическое 
уравнен!е: Я 
«© 
с 


*) ЗамЪтимъ здЪсь, что каюя-либо двЪ кривы \3 Зго или т-го по- 
рядка, коль скоро п>2, вообще не могутъ быть коллИнеарно изображены 
одна въ другой, такъ что проективныя свойства, Частной кривой и-го 
порядка нельзя переносить на всЪ кривыя #-го “порядка. 
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а, —^, В, в 
аз, А, Ь 10% 5) 
| аз, р. , Рай 


Каждому значеню Х соотвфтствуетъ вообще одна точка со- 
впаденя, т. е. точка плоскости Е,, которая совпадаетъ съ соотвЪт- 
ствующей ей точкой плоскости Е.. Такимъ образомъ:‘ 

Если два коллинеарныхъь образа лежатъ въ од- 
ной и той же плоскости, то вообще три пары точекъ 
совпадаютъ (дв изъ нихъ могутъ быть мнимыми). Равнымъ 
образомъ, совпадаюгъ и три пары прямыхъ, именно, соединяюция 
эти три точки. 

Если, напримфръ, коллинеащшя переходитъ въ конгруэнтность, 
то дв изъ этихъ точекъ совпадаютъ съ мнимыми безконечно уда- 
ленными циклическими точками, между тфмъ какъ третья точка во- 
обще расположена не безконечно далеко. Это даетъ знаменитое 
прелложене Эйлера (Ешег): 

Плоскую фигуру изъ одного положен!я въ 
другое можно перевести съ помощью единствен- 
наго вращен!я вокругъ н5которой точки. Если эта 
точка лежитъ безконечно далеко, то вращен{е пе- 
реходитъ въ параллельное перенесен!е. 

ДалЪе, изъ сказаннаго слфдуетъ еще, что коническое сфчен!е 
всегда можно коллинеарно отнести самому себЪ и притомъ такъ, 
чтобы какя-либо три точки соотвфтствовали какимъ-либо тремъ 
другимъ точкамъ. Совершенно особеннымъ случаемъ такого рода 
соотвф$тствйя является конгруэнтность, такъ какъ она можетъ быть 
сведена къ вращен1ю вокругъ одной точки, при чемъ вс. описан-: 
ные около послБдней, какъ около центра, круги вращаются вдоль 
самихъ себя. 

о Я У 

Если три корня ^,, ^,, ^, уравненя 5) различны (и вещь 
ственны), то и три точки совпаденя Р,, Р,, Р. отличны одна ОТ 
другой. Если сдфлать ихъ вершинами координатнаго треугольника 
то уравнен1я 3), опредфляюция коллинеащю, упрощаются?> 

кн, сы. 9 


О 
Если два корня, фл ли А, равнасм ежду собой, то 


вообще точки Р, и Р, совпадаютъ и выражеще” | коллинеащи равен- 
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ствами типа 6) становится невозможнымъ. Однако, если три урав- 
неня 4) при /^,=^, сводятся къ одному уравненю, то простыя 
равенства 6) снова могутъ быть получены безконечнымъ множе- 
ствомъ способовъ. Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ тогда точки Р, и 
Р, должны удовлетворить лишь одному условю, именно, онф дол- 
жны лежать на прямой, опред$ляемой уравнен!1ями 4), то онЪ мо- 
гуть быть взяты на ней, глЪ угодно, при чемъ уравненя 6) пре- 
образуются въ слБдующи: 


Ах, ‘=, 2-6, ба) 


гдЪ для лучшаго различеня равные корни обозначены черезъ А, а 
третй корень черезъ ч. 

Уравненя ба) дають перспективное расположен!е 
обоихъ коллинеарныхъ образовъ, т. е. такое расположене, при ко- 
торомъ прямыя, соединяюц!ия соотв$тствуюцйя точки, всегда прохо- 
дятъ черезъ одну и ту же точку (здЪсь Р.) —центръ перспек- 
тивы, между т5мъ какъ точки перес$ченя соотвфтствующихъ 
прямыхъ всегда лежатъ на одной и той же прямой (здЪсь Р.Р.)— 
оси перспективы. ДЪйствительно, во-первыхъ, изъ уравнен!й ба) 
вытекаеть: 

й * 
уу 
такимъ образомъ, если точка Р(х, у, <) лежитъ на проходящей че- 
резъ точку Р. прямой 
ах + 9/=0, 
то и точка Р’(х, и, х) лежить на ней. Но легко оправдать и вто- 
рое утверждене. Положимъ, что точка Р описываетъ какую-либо 


прямую 
ах -- ви - сх = 0, и 
! © 
тогда точка Р’ опишетъ прямую | с 
А (ах ру) сьх = 0; 67 


хх о. 
их 


обЪ прямыя проходятъ черезъь точку пересфчен!я ира Хх == © 
прямой ах-- у =0, что и требовалось доказать. © 
ПримЪчан!е. Перспективное расположен, двухъ коллине- 
арныхъ образовъ Е, и Е, ‘становится гораздо болъе нагляднымъ, 
если плоскости ихъ не совпадаютъ. СУ 
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Тогда въ качествЪ центра перспективы выбираютъ нфкоторую 
точку 5 пространства, не лежащую ни въ плоскости ЕЁ), ни въ 
плоскости Е., и изображаютъ Е, въ Р, съ помошью исходящей 
изъ точки 5 „связки лучей“. Очевидно, такого рода изображене 
будетъ коллинеарнымъ, такъ какъ каждой прямой на плоскости Ё; 
соотвфтствуетъ прямая на плоскости Р.. ОбЪ прямыя, между про- 
чимъ, пересЪкаются здЪсь на прямой пересфченя плоскостей Е, и Е,, 
которая замфняетъ „ось“ перспективы. Нетрудно доказать, что и, 
наоборотъ, любые два коллинеарныхъ образа ЕЁ, и ВР, могутъ быть 
приведены къ такого рода перспективному расположеню; но мы, 
чтобы закончить, примемъ это за доказанное. Итакъ, общая колли- 
неашя тождественна разстроенной перспектив двухъ плоскихъ 
фигуръ, совершенно такъ же, какъ (согласно $ 3) проективность 
двухъ рядовъ точекъ можетъ быть разсматриваема, какъ перспек- 
тивность, уничтоженная путемъ вращеня или сдвига. 

Если перспективно изображаемыя одна въ другой плоскости 
параллельны, то коллинеашя переходитъ въ подоб1е; если же центръ 
перспективы лежитъ безконечно далеко, такъ что центральная пер- 
спектива преобразуется въ параллельную, то мы получаемъ общее 
аффинное преобразоване. Наконецъ, конгруентность получается, 
если сверхъ того еще плоскости Ё, и Ё, параллельны. 

Архитекторъ и инженеръ при изображен!и на чертежЪ поль- 
зуются, главнымъ образомъ, планомъ и профилемъ, ибо это даетъ 
ему возможность усмотрЪть размЪры непосредственно изъ чертежа. 
Вм5стЪ съ тЬмъ, однако, онъ не можетъ обойтись и -безъ общей 
перспективы, .несмотря на то, что она вовсе не приспособлена для 
передачи длинъ отрфзковъ, величинъ угловъ, коротко — метриче- 
скихъ отношенйй *), но лишь даетъ представлен!е объ общемъ видф. 
Очевидно, плану и профилю въ аналитической геометр!и соотвЪт- 
ствуетъ прямоугольная система координатъ съ ея простыми фор-© 
мулами для отрЪфзковъ, угловъ, площадей и т. д. Тамъ же, т45° 
важны проективныя свойства, гдЪ нужно, такъ сказать, произвести 
обозрфне геометр!и съ птичьяго полета, чтобы найтикокро- 
венную, совершенно не усматриваемую т и 


*) Что они могутъ быть найдены окольнымъ ем бы имЪется 
нЪфсколько перспективныхъ чертежей, само собою разумФется, и на этомъ, 
какъ изв$стно, основана фотограмметрия. ^\С\ 

у 
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проективную` зависимость геометрическихъ образовъ другъ отъ 
друга, тамъ выгодна общая система трилинейныхъ координатъ, не- 
смотря на то, что въ ней формулы (въ этой книгЪ, впрочемъ, 
вовсе не выведенныя) для отрЪфзковъ, угловъ, площадей и т. д., 
коротко — для метрическихъ отношенй, чрезвычайно сложны и 
неуклюжи. 

Упомянемъ еще объ одномъ частномъ расположен!и коллине- 
арныхъ образовъ другъ на другЪ, именно, инволюц!онномъ. 
Оно получается, если въ формулахъ ба) положить в = —^, при 
чемъ можно принять, что ^ =1, такъ какъ важны лишь отношен]я 


7 ® 


х:1:5. Мы получимъ тогда х=х', У=И, 4=Ь—Х. 
Если, въ частности, прямая 7 = 0 безконечно удалена, то от- 
сюда выводимъ, что х=—х', иу=— И, т. е. получается симме- 


труя относительно начала координатъ. Если же ось и-овъ безко- 
нечно удалена и ось х-овъ перпендикулярна къ оси х-овъ, то мы 
получаемъ равенства х=х', д=-—5', т. е. симметр!ю относи- 
тельно оси х-овъ. 


Кром$ коллинеарнаго преобразован1я плоскихъ системъ, которое 
одновременно во всЪхъ отношеняхъ представляется простЪйшимъ, 
а въ чертежахъ и построеняхъ примфняется почти исключительно, 
существуютъ еще многя друпя изображен1я, которыя въ виду ихъ 
особыхъ свойствъ представляютъ интересъ. 

НаиболЪе извЪстнымъ изъ нихъ является круговое соот- 
вЪфтствтТе, которое получается слБдующимъ образомъ. то Въ 
основан!е будетъ положенъ кругъ: 


эн — п = 0. 
Два сопряженныхъ полюса Р(х, у) и Р'(х', у’) удовлетво- 
ряютъ тогда уравненю: ‚АУ 
хх РУ. —=0. ‚©. 


Пусть каждой точкЪ Р(л, у) соотвфтствуетъ теперьтоть со- 
@г 
пряженный полюсъ Р’(х’, и’), который лежитъ съ нею\Сна одномъ 
и томъ же рад1усЪ5 круга (или на его продолжении), ‹стакъ что кь 
предшествующему рева Е ро и 
1 


Е» < $ 
“СУ 
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Изъ обоихъ уравнен!Й вытекаетъ: 


т. х Ча. - 
хи?’ я ху? ) 

и наоборотъ:. 
7. х 72-и 7 


`^ зы и. | 
Въ формулахъ 7) и 7’) не трудно усмотрФть аналитическое 
выражен!е инволющоннаго характера этого преобразован!я; замфтимъ 
еще, что каждая точка основного круга соотвЪтствуетъ самой себЪ. 
Если обозначить черезъ р и р’ разстоян!я обфихъ точекъ отъ центра, 
то изъ соотношенй 7) и 7’) немедленно вытекаетъ: 
08. =, 
т. е. ОР. ОР'=1? (точка О въ этомъ случаф называется полю- 
сомъ.) Въсилу этого отображен!е можетъ быть также названо ото- 
браженемъ по принципу обратныхъ рад1усовъ — векторовъ. Оно 
иметь ту особенность, что изъ круговъ снова получаются круги, 
если полюсъ не лежитъ на преобразуемомъ кругЪ; дфйствительно, 
если точка Р описываетъ какой-нибудь кругъ 


у мхи р =0, 


то, посл подстановки выраженй 7) и умноженя на х'? | и?, по- 
лучаемъ: 


Ь, (хи?) | тх' Е пу" + 72 = 0; 


если же р =0, т. е. полюсъ лежитъ на преобразуемомъ кругЪ, то 
мы получаемъ прямую тх’ -- пи 7? =0. 

Если же точка Р описываетъ безконечно малый кругъ, то и 
точка Р’ опишетъ безконечно малый кругъ. Поэтому изображене 
въ мельчайшихъ частяхъ сохраняетъ подоб!е съ изображаемой фи- 
гурой. Оно находитъ себЪ многообразное примфнеше, въ частности: < 
въ теор!и комплексныхь функщй (при чемъ, впрочемъ, должао 
имфть мфсто еще „перегибан!е“) дс 

Замфчательно, что здфсь, какъ изображен!е точки а точкъ 
Р'’, такъ ин, наоборотъ, изображене точки Р’ въ точкЬ" р выра- 
жаются аналитически ращонально, слЪдовательно, однозаано (исклю- 
чая случай, когда Р или ФР’ совпадаетъ съ началом»), несмотря на 
то, что, благодаря знаменателямъ х?-- у? или Бо у", они второй 


23 
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степени. Такого рода взаимно однозначныя соотвфтствя высшихъ 
степеней называютъ вообще Кремоновскими (Сгешопа), такъ 
какъ этотъ математикъ впервые ихъ подробно изслфдовалъ. Такое 
же Кремоновское соотвфтстве даетъ, наприм$ръ, и теор!я сопря- 
женныхъ полюсовъ относительно пучка коническихъ сЪченйй ($ 25). 


Коллинеащи по принципу двойственности противополагается 
взаимное соотвф$тстне, которое мы уже изучили— въ видф теор 
полюса и поляры— для частнаго „инволющюннаго“ случая. Оно по- 
лучлется, если каждой точкЪ Р(х, у, <) плоскости Е ставится въ 
соотвфтств!е прямая Г (и, т’, и’) плоскости Ё’такъ, что ея коорди- 
наты и, 9, и получаются изъ координатъ х, и, < путемъ линейнаго 
преобразования: 

и =ах Рис, 
о = ах + Би сх 8) 
и = азх Е Ви -| с.5. 
Если на прямой / (и’, 9’, и’) взята какая-нибудь точка Р'’(х, и, <), 
что выражается равенствомъ 
их и их = 0, 


и если подставить сюда выражен!я 8), то получится: 


(ах ЕВ Нок) х' + (ху су 9) 
-Е (ах ву- с) < =0 
или также: 
(ах ау ах) х- (Вх у + <) у 9) 


и 1 ! а 

- (сх + 5у {сх )х=0. 
Если точка Р'’(х, у, <’) разсматривается, какъ постоянная, 
между тмъ какъ прямая Г (и', т’, и") вращается вокругъ точки Р’, 


то, въ силу уравненя 9), соотвфтствующая точка Р(х, и, %) опи- 


шетъ прямую /(и, 9, и), координаты и, 9, чи которой ивр 
равенствами: © 
и=ах ау - а. с 
= ху Вх < 8а.) 
= сх’ -- си! + 6х. г < 


Если об плосюя системы Е и Е приведены на одну и ту- 

АС 
же плоскость, то можно допустить, что и ‚ 06%, системы координатъ 
совпадаютъ. Тогда, въ силу 8) и 8а), каждой точкф отвфчаютъ двЪ 
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прямыя, въ зависимости отъ того, относится ли она системф Е 
или Ё’. Если же, въ частности, 


р =@ь, с: = @з, 6, =, 
то обф эти прямыя совпадаютъ въ одну, и взаимное соотвфтств!е 
становится полярнымъ. ДФйствительно, если въ этомъ случаф — 
вводя два указателя-—положить: 
а =@, С, = В, = 43 
р. = зо, С1 = @з = 31 
сз = @зз, В; = 45 = о 
и въ равенствахъ 8) вмфсто и’, ®, и написать просто и, 9, &, или 
въ равенствахъ 8а) вмЪсто х’, и’, < — просто х, у, х, то получится: 


и= ах -- 4,59 -- 41з< 

о = а.:х - 459 | а 

и = ах - @з29 - азз<, 
такь что мы снова приходимъ къ уравненямъ 3) $ 22-го изъ 
теор!и полюса и поляры. (Замфтимъ, впрочемъ, что и, наоборотъ, 
общая взаимность можетъ быть разсматриваема, какъ первоначально 
существовавшая полярность, такъ какъ дв$ взаимно другъ другу 
отнесенныя плоскя системы всегда можно такъ расположить одну 
на другой, что онф окажутся полярными другъ другу.) 

Взаимное соотв5тстве, согласно которому точкф всегда отв$- 
чаеть прямая линя, а прямой лини — точка, можетъ быть въ вы- 
сокой степени обобщено, если положить въ основан!е уравнен!е 9). 
Предположивъ для простоты систему координатъ прямоугольною, 
возьмемъ вмЪсто этого уравнен!я какое-нибуль уравнене вида: 


Ех ух, у) =0 10) 


т. е. уравненше между координатами двухъ точекъь Р(х, у) их. 
Р’(х', у'), которыя должны соотвфтствовать одна другой. Тогда,” 
если точка Р(х, и) дана, всф соотвфтствующя ей точки лежать на на 
кривой, выражаемой уравненемъ 10), если въ немъ величины И у 
разсматривать, какъ перемфнныя и, обратно, то же уравнен если 
дана точка Р’(х’, и’), даетъ геометрическое мьсто Оля точекъ 
Р(х, у). Такъ получается соотвфтстве, при коораь ‚каждой точкЪ 
системы Е соотвБтствуеть кривая системы Ё’ ` и `Обратно, каждой 


“у 
точкф системы Е’ соотвфтствуетъ кривая системы Е. 
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Соотвфтств!я этого рода въ высшей математикЪ, а также въ. 
естественныхъ наукахъ играютъ чрезвычайно важную роль. Если, 
напримфръ, уравнене 10) взять въ форм: 


(хх) (уу) —т=0 10а) 


и, сверхъ того, принять, что системы Е и Е’ лежатъ одна на дру- 
гой и отнесены къ одной и той же систем координатъ, то урав- 
нен!е 10а) будетъ выражать, что точки тогда соотвфтствуютъ одна 
другой, если онф имЪютъ данное разстояще т. Если точка Р’(х', и’) 
остается неподвижной, то точка Р(х, у) опишетъ кругъ съ цент- 
ромъ Ри ражусомъ г, если же точка Р’(х’, и’) движется по какой 
нибудь кривой, то вс такимъ путемъ полученные круги огибаютъ 
другую кривую (которая по отношеню къ первой называется па- 
раллельной кривой), совершенно такъ же, какъ поляры въ случаЪ 
полярнаго соотв$тств!я. Какъ изв$стно, знаменитый принципъ Гюй- 
генса (Ниу?Ъепз), согласно которому каждая точка свЪтовой волны: 
должна быть разсматриваема, какъ возбудительница новой волны, 
въ то время какъ дЪйствительно распространяющаяся волна пред- 
ставляетъь собою огибающую всЪхъ этихь отдфльныхъ волнъ, при- 
водитъ къ геометрическому соотвЪтств1ю, выраженному уравнен!емъ 
10а) (если среда оптически изотропна); при этомъ едва ли нужно 
замфтить, что при переходЪ отъ плоскости къ пространству вм$сто 
раньше упоминаемыхъ круговъ должны быть разсматриваемы шары. 
Но и общя выраженныя уравненемъ 10) отношен1я со времени 
Монжа (Мопое) играли выдающуюся роль въ геометр1и, именно. 
въ теори дифференщальныхъ уравненй, болыше всего—въ теор1и. 
дифференщальныхъ уравненйй въ частныхъ производныхъ. 
Наконецъ, упомянемъ еще вкратц$ о послЪднемъ род геоме- 
трическаго соотношеня между плоскими системами, въ виду ихъ 
примфненй. Именно, можетъ случиться, что какое-нибудь семейсй об. 
кривыхъ на плоскости Е и другое какое-нибудь семейство кривыхь 
на плоскости ЕЁ’ отнесены одно другому, и что тогда каждой кри- 
вой перваго семейства соотв$тствуетъ н$которая кривая” второго, 
и наоборотъ, но безъ непосредственнаго соотефтствйя точки точкЪ. 
Такого рода соотношеня составляютъ, если прозёсти теорю со 
всею строгостью, основанйе геометрической ‚озакв, такъ какъ въ 
ней прямой лин!и (лучу свЪта до преломлен оли отражен!я) соот- 
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вЪтствуеть снова прямая линя (именно, тотъ же свЪфтовой лучъ 
посл преломленя или отражен!я). Достаточно извфстно, что исхо- 
дяще изъ одной точки лучи послЪ преломлен!я или послф отраже- 
ня вообще не соединяются снова въ одной точкЪф; поэтому оптика 
должна имфть дЪфло вовсе не съ переходомъ отъ предмета къ его 
изображеню, но съ преобразоваемъ свфтовыхъ лучей, изъ кото- 
раго затЪмъ лишь можетъ быть построено изображенше, мёняющееся 
вм5стБ съ положешемъ наблюдателя. Только въ совершенно част- 
ныхъ случаяхъ соотвЪфтстве переходитъ въ такое, что точкЪ соот- 
вЪтствуетъ точка, именно, въ соотвЪтстве свфтящейся точки ея 
изображен!ю, напримЪръ, если рЪчь идетъ объ отражен!и въ пло- 
скомъ зеркал$, такъ какъ здЪсь изображене имфетъ опредфлен- 
ное м$сто, совершенно независящее отъ глаза наблюдателя. Если, 
однако, несмотря на это геометрическая оптика, по большей части, 
въ состояни вм$сто соотвЪтств1я лучей заниматься соотвфтствемъ 
точекъ, то этимъ она обязана тому обстоятельству, что при ея 
практическихъ задачахъ (телескопъ, микроскопъ) большей частью 
имфютъ значене лишь осевые лучи, т. е. лучи, которые весьма 
близко подходятъ къ оптической оси. ДЪйствительно, здфсь соот- 
вЪтстве съ большимъ приближенемъ становится „коллинеарнымъ“, 
такъ какъ, при этомъ ограничени, исходяш!е изъ одной точки 
лучи снова встрЪчаются въ одной точкф. 


Эти примфры, къ которымъ могутъ быть присоединены еще 
мное друге — изъ теор1и упругихъ деформащй и изъ начертатель- 
ной геометр!и, достаточно доказываютъ практическое значене разви- 
той здЪсь — въ ея первоначальныхъ основан!яхъ —теор1и геометри- 
ческихъ соотвЪтствЙ. 


Задачи. 
«У 
1. Данный четырехугольникьъ АВСО’ разсматривается, какъ 
перспективное изображен!е шахматной доски. Требуется вычертить 
изображеня 64 квадратовъ доски, и притомъ пользуясь лишь 


линейными построен!ями, т. е. безъ употреблен!я цирку 


2. Данъ кругъ х?-- у? — 7? =0. Требуется а всЪ колли- 


неарныя соотвфтств!я, при которыхъ этотъ Крус ‘отвъчаеть самому 
себф. 


и 
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3. При вращении вокругъ точки всф круги, описанные около 
этой точки, какъ центра, изображаются въ самихъ себЪ. Доказать, 
что вообще каждое коллинеарное соотвЪтств!е преобразовываетъ 
вс коничесмя сфченя н$Ъкотораго пучка въ самихъ себя, если 
только можно указать хоть одно не распадающееся коническое с$- 
чен!е, относительно котораго это справедливо. 


ДОБАВЛЕН1Я. 


КЪ еср. 99. 


Выводъ формулы, выражающей разстоян{е точ- 
ки Р(х, и) оть начальной точки О-—въ случаЪ косо- 
угольной системы координатъ. 

Мы имфемъ ломаную линю ОМР, въ которой ОМ есть 
абсцисса, а МР--ордината точки Р, ОР—замыкающая этой ло- 
маной. ПримБняемъ теорему: „проекшя замыкающей на любое 
направлене равна сумм проекшй замыкаемыхъ на это же напра- 
влене“, при чемъ за оси проекшй принимаемъ послфдовательно 
ОР, ОМ и МР; тогда, обозначая координатный уголъ черезъ 0, 
а углы, образуемые рад1усомъ векторомъ ОР съ положительными 
направлен!ями осей Ох и Оу черезъ а и В, получаемъ слфдующя 
три равенства: 

ОР=хсоза -{ исозВ 
ОРсоза=х- исо0з60 (<). 
ОРсо$8 =хсоз0 -- и 
Исключая изъ этихъ трехъ равенствъ соза и с0$6, получаемъ: 
ОР? = х?- у? -|- 2ху соз0. 

Выведемъ теперь соотношене между тригонометрическими 
функшями угловъ, образуемыхъ рад1усомъ-векторомъ ОР съ осями 
координатъ и тригонометрическими функщями координатнаго угла 

Разсматривая равенства (х), какъ однородныя уравненйя ото" 


сительно х, | и ОР, получаемъ: @) 
2. 
|1 с0за созВ ох 
Су 
созя |1 с0$ 0 | =0 < 
У 
с0$$ с0$0 1 | № 
или 5" 
АЯ № 


$1120 = с0$29 -- с0$25 — 2 с059 05866510. 
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Къ стр. 60. 


Общее преобразован!е прямолинейныхъ коор- 
динатъ. 

А. Параллельное перенесен{е (новое начало). 

Въ текстЪ подробно изложена теор1я преобразован!я прямо- 
угольныхъ координатъ. Мы выведемъ здЪсь обишия формулы пре- 
образован!я прямолинейныхъ координатъ при любомъ угл между 


осями. 
Обозначимъ координаты точ- 


ки М въ первоначальной системЪ 
координатъ черезъ х, и, а въ но- 
вой системф — черезъ х/, и, . Коор- 
динаты новаго начала О" пусть бу- 
дутъ а, 6. ОтрЪзокъ ОМ разсма- 
триваемъ, какъ замыкающую ло- 
маной ОО’М; проектируя эту 
ломаную и ея замыкающую по- 
слфдовательно на ось Ох и на 
ось Оу (фиг. 86), получимъ: 

Ее № 

у=е у, 
В. Вращен!е вокругъ точки О. 

Обозначимъ координатный уголъ 
первоначальной системы черезъ 0, уголъ, 
образуемый новой осью х,-овъ съ по- 
ложительнымъ направленНнемъ прежней 
оси х-овъ, черезъь а, а уголъ, обра- 
зуемый новой осью #,-овъ съ положи- 
тельнымъ направленемъ прежней оси 
х-овъ, черезь В. ОМ есть замыкаю- 
щая ломаныхь ОРМ и ди „Му г прини- 

иг 97. мая послфдовательно „направлены 
осей проекщи — направлен 1), перпен- 
дикулярное къ оси у-овъ, 2) перпендикулярное къ оси х-овъ (фиг. 
87), получимъ: \\У 
х эт 0 = х, зш (9 — @ + у, вт (058 
узш О =, зта и, 518, кс” 
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гдЪ х, и суть координаты точки М относительно прежней системы 
координатъ, а х,, и, суть координаты этой точки относительно 
новой системы координатъ. 

Разсмотримъ слБдующе частные случаи: 

1) Первоначальная система координатъ прямоугольная; тогда 


в — 


‚ и мы им$емъ: 


>| я 


ав И 
х =, с0$ а -- 1, с0$ В 
и=х,. за -- и, $15. 


ю|а 


2) Новая система координатъ прямоугольная; тогда В — а = 
и мы получаемъ: 
х т 0 = х, зщ (0 — а) — и, со$ (0 — а) 
у зт 0 =х, эта - и, соза. 
3) Первоначальная система координатъ и новая — обЪ прямо- 
угольныя, тогда получаемъ: 
х=х, соза — и, ята 
у =. ЗШ@-- 9, 6654. 
С. Преобразован!е координатъ, когда м$няемъ 
и начало координатъ и направлен{я осей. 
Въ этомъ случаЪ получимъ слфдующия формулы преобразования: 
х, эт (8 — а) -- и, зп (0 — В) 
я $1 0 | 
тит жа Эт а -- У, ЗВ. 
$1 0 
Къ стр. 69—70. 


Въ случаЪф косоугольной системы координатъ разстояне между 
точками Р.Р, выражается формулой: 


.: =У ©, — х. Е (у, — 9.) + 2 (м —х,) (у, — 49.) с0$8, < 


х =а 


гдЪ 0 есть координатный уголъ. д 
При косоугольной систем координатъ дд@ 
хе 
ии зе р 
а -ь ` — 
х.—х $т(0— 5) 5” 
откуда _ 
М5 г— | п () ^^ о у 
+2 ф=— (и. 1) хх 


х —х, 6 (у, — 11) сз 
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Къ стр. 120. 
При косоугольной систем$ координатъ 


а _ пФ 
р эп (0 —Ф)’ 
гдЪ 9—-координатный уголъ. 
&ъ сто. 128. 


Въ случа косоугольной системы координатъ 


А& = ом, 
АВ = с05В, 
Ас =— 4. 


Пользуясь раньше выведеннымъ соотношенемъ 
$1120 = с05*а -{- с0$23 — 2 с03 а с0$ 8 с0$0, 
гдЪ @ координатный уголъ, мы получаемъ: 


^2 (2? - 5? — 2 46 со$ 0) = 31120, 
откуда 
эт 0 


И 
+ Уд? -- 2? — 2 4рсоз0 


при чемъ передъ квадратнымъ корнемъ беремъ знакъ, противопо- 


ложный знаку с. 
Къ стр. 122. 


Въ случа$ косоугольной системы координатъ имфемъ: 


__ (ах - бот  - 
У (22-2? — 2 ар со$0 


к 
К Стр..129. «У 
59° 
Въ случаф косоугольной системы координатъ: ее? 
о 
й &\ 
вы (аж- ри, -- с) $910 У 


== ЕЕ 4 й 
+ Уа? + р? — 24рс0$0 $ 


Къ стр. 125. 9 
а 


к №7 
Въ случа косоугольной системы координатъ: 
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— 90 и зп 0 
И 
2 т. и 
| — 2055 7" —с050 
т т.т. в а; а, 91129 ч 
Ти) \ 
(1 — воз) (1 — р 5039) 
> р. о] 


= (245, — а.) 10 
_ аа + В — (ав а.) соз60. 
Къ стр. 76. 
Задача. Даны координаты трехъ вершинъ треугольника: 


А (х,, и), В (х,, 95), С (ъ, %ь). 


Вычислить его площадь въ зависимости отъ координатъ его 
вершинъ. 


| Р%Ьшенуе. АВ принимаемъ за основан!е треугольника; тогда 
длина 


АВТ (х, — хх, + (9, — 1) 2(х%, —х, (4, — %1) с0з0. 
Высота треугольника равна 


хз Уз | 


511 0 
в 1 У (у, — уз) -- (х,—х,)*—2 (х, —х,) (0, — 92) 0038 
|. у. 1) 
СлФдовательно, площадь треугольника равна 
х 9, 1 

и а ИЕН 

хз 31| 

Къ стр. 150. 


Въ случаЪ косоугольной системы координатъ уравнене круга”, 
имЪеть видъ: ". с.” 
И=(х — а)? + (и— 5) + 2(х — а) (у— 5) соз0 = г, © 
глЪ 0 координатный уголъ, а, Вр—координаты центра круга» 
Къ стр. 151. 59 
Въ случа косоугольной системы оординать уравнен1е 
Ах? -- Вхи-- Су Ох + Е Е=0 выражает“ кругъ при усло- 


Ви, что АСУ 


(С; 
У 


364 ДОБАВЛЕНИЯ. 


А=С 
В=2/Ас0$0. 
Къ стр. 231. 


Докажемъ, что при косоугольной систем координатъ инва- 
р!антами являются выражения: 


р и. 9: : 25: 43: 
1122 12 В а а а 
$1120 ’ Я а 
| @1з @2з @зз 
к 
которыя при ар совпадаютъ соотвфтственно съ выражен!ями 1), 


2), 3) на стр. 231. 

Для доказательства инвар!антности выражен!Й 5 и А мы при- 
бЪгнемъ къ методу Буля. Разсмотримъ при первоначальной системЪ 
координатъ квадратичныя формы: 


1) ах -- 2аъху ау" 
2) х?-- и? -- 2ху с0$0 


и составимъ изъ нихъ выражен!е: 
2 5 2 
3) ах Е 2аьху ау? — Ё (>? - у? - 2ху с0з 0), 
гд К постоянное число. При переход отъ прежней системы коор- 


динатъ къ новой, у которой координатный уголъ равенъ 0,, выра- 
жен!я 1) и 2) преобразуются въ выражения: 


_ а. 4. — 24,2 с0$0 


А = В = - 
з $112 0 


1 ! 1 1 * 
Г) бое @ ви. 


2) жену 2х,1, с0$ 6,, 
а выражене 3)—въ выражен!е: 
и -- 2 И а’ зи — Е (х,? + 912 -- 2х9, с03 0,). 


В. 


5 0 9! 

Если выражене 3) есть точный квадратъ, то и выражеше»3 ) 

будеть также точнымъ квадратомъ, и обратно. Для того; Чтобы 
а 


выражеше 3) было точнымъ квадратомъ, необходимо и аретатонер 
: _ 
выполнен{!е равенства: © 
(а, —#с0$ 0) — (а., —#) (@» —®} чо, 
те -е о 
©) ° 


`А й 
пет (а, + 45. — 2415 с050), + ана 0: 
$112 0 с $112 0 : 
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для того же, чтобы точнымъ квадратомъ было выражене 3’), необ- 
холимо и достаточно, чтобы имфло мЪсто равенство: 


1 1 1 1 2 
и — 20 13.08 6,5 а [И 
511? 0, $11? 0, 


Такъ какъ оба эти равенства должны опредфлять одни и ТЬ же 
значен!я А, то мы получаемъ: 


\ 


$1102 0 5112 0, ? 
р) , , го 
ь) В: "ОБ @ 1194 99 —@ 12. 
$112 0 $102 0 . 


соотношене а) указываетъ на инвар!антность выражен!я 5, а соот- 
ношене Ь) — на инвар1антность выражен!я ДА. 


Теперь докажемъ инвар!антность выражен!я, обозначеннаго че- 


резъь 0. Въ формулахъ для перехода отъ косоугольной системы 
координатъ къ косоугольной же: 


_ ха 5 (9 — а) и, эт (0 — 8) _ хз а -- у, зтВ 
_ 510 ‚9 5 0 


мы введемъ слфдуюц1я обозначен!я: 


эт (9 — а) эт (9 — 8) р $1 @ ы ут В 
ВИНЕ: 8 ак: А. Е == ©. ВЫ 
эт 0 р т 9 м ый 


тогда: 
1) х=а,х, + Ву., 2) у=а,х, + №,. 
Когда мы въ выражене 
3) ах? - 2аоху - ао? - 2а:х- Зази + а33 
вмфсто х и И подставимъ ихъ значен!я изъ равенствъ 1) и 2), то АУ 
новыми коэффищентами при х,*, хи, (12, хх ии, будутъ числё> = 


а 
Чи = 4:19? - 2аа.а, -- Ча”, <” 
д. = 2[4, 19. В; + 412 (48, Е 931) + авы, 
а» = а. Ва? | 24,586, аыВ < 
2413 = 2[@ 159, - ао39.], — 


243 = 2[4138, | 45385], 
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Слфдовательно, 


9,191 2410040. 4509,?, а 19,8. На (В. -На 8.) а.оа.В., аз, Но 


0), = р. 411812 оВ:в НВ”, а, 38. Назва 
| 4139. | Я39о, а, 384 Е 4355, @зз | 
а @, 90| |а;19, -- а, 295, к -- 4529, 4,39, -- 45345 
р № @1 р, - 256, @,ов, -- азвьг @вв Е 
оо 1 те" Иа Чоз, @зз Ы 
а, а, 0 м а, 09| а. а:. а,з 
= В: 5, 0 й В, 0 . @12 4952 @.з = (&,8, — а, РР; 
оо || оо а 2 Я | 


но такъ какъ 


шт (9 — а) $ш 8 — зп аз (9—8 
ыы 1 В 


| $11? 0 
[$11 0 с0$ @ — с0$ 9 $ &] т В — зп а [51 9 соз В — с0$ 0 51 3] 
т  ““ а 
__ с0$ о зш В — эт а с0$ 8 В 9 (В —ча) 516, 
ей эп 0 зт0 — НИ | 
то 
7 р 


$1? 0, _ $120’ 


что и требовалось доказать. 


к. 
«У 
о о" 
© 
0 
® 
«СУ 
_—_ 
«< 
о 
\У 
Ар (. > 
> 
хх 


1. 


Если точка Р, принята за начало, то х/, х., х., 
И — © 8—1. 


ПРИЛОЖЕНГЕ. 


Р5шеня задачъ дпя упражненяя. 


$ 1. 


^. 


Если, далЪфе, мы послЪдовательно бу- 


‚о ^5 = 


демъ принимать за начало точки Рь, Р., Р,, Р., то къ этимъ абсцис- 
самъ нужно будетъ соотвфтственно прибавлять — 10, -|- 9, + 3, 1, 
въ результатЪ чего получимъ: 


— 10, 0, —19, —13, —11; 9, - 19, 0, 6, - 8; 


2. 
3. 
$ 1-го]: 


о 2 


51 


н -Е 15, =, 0, = 2; и. -- И, =) 2, 0. 


х = -+ 6,075. 
Двойныя отношеня равны по порядку [см. формулы 11) 
91 40 40 5] 91 
"В ‘р ВН т 
74 ыы 


а) ГИ АН = ма — че 


76 
г а Если же мы бу- 


демъ исходить изъ этихъ точекъ, то мы получимъ 
вновь три данныя точки х, = -- 2, х,=- 5, х.=— 8! 
Ь) Для доказательства общаго предложен я нужно изъ 


трехъ равенствъ: 


р | 
> 


_ 

ху 

(я; —х,) (ах) м), — >) =0 о сх 
! Г 
= © 
(хз — 1) (Ха — 2) + (ж —х,) (Хх —х) =0 ой 
—_ э_ 
вывести три равенства: 5 


\^о У 
(^ А, Е, =.) 0 
1 1 7 ! т © 
(Хы 3) (мха) (— <= 0 
! т Ай 
(ре, м.) (ся .) =0; 


о лан 
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это сдфлать а рйой очень трудно, но а роЗепон, т. е. 
когда равенства Г) лишь должны быть „подтверждены“, 
гораздо легче. 
Если вычислить изъ равенствъ Г) значеня х’., х’., Ху»: 
-е- —— о нЕ е- 
1 2 3 
и т. д., и подставить эти выраженя въ равенства [') (осмотрительно 
вычислять), то, дЪйствительно, мы окончательно получимъ тож- 


дества 0 = 0. 
$ 2. 
1. Каждый изъ лучей /, /%, 4, /\ съ слБдующимъ за нимъ 
образуетъ уголъ въ 36°. Поэтому: 


Ут 720.351 720 


УБЕ Т 
5 1) = ебет 108 — Е 


2. с0$ 36° = 


Такимъ образомъ, согласно формуламъ 12) $ 1-го, мы имфемъ 6. 


значений: 


И т. ) о ) 
ЕТ, 3—6 Ь-Е5 
я‘ 2. 1 2 
2. Выбираемъ начальное направяен!е на общей сторон$ обЪихъ 
1 4 /- ] 
частей, 11, =0, 71. =- 1, т — — —_ УЗ. Отсюда т =————=®ф,; 
1 2 Е 3 3 4 о у УЗ 4 
В А 
3. Получаемъ: 
п ф | 
= -+ 5} 
— @ 
$11 Е] г. 
4 
и 
такъ что либо из =0, т. е. всЪ четыре луча совпалаюоь либо. 
СУ 
И ы 1 ра ДОН 0 дс 
С0$ — = +, —= + 690 17'42'"' - 4. 1800. $ 
3 рэ з АУ” 
«5 ее. 
\\7 ны 
4. Одно изъ 6 двойныхь отношен равно Е 
ь о ав 


АС Ш В) 


х 
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5. Исходя изъ выражен (стр. 34): 


4 .А 
(1, и, , 1) = т, 


умножаемъ числителя и знаменателя на стороны соотвфтствующихъ 
треугольниковъ, откуда непосредственно получаемъ теорему. 


8 3. 
1. х,= - 19,2, исчезающая точка х = - 81,3. 


о ДБленее | 1,00] 0,99] 0,98] 0,97 0,96 0,95] 0,94| 0,93] 0,92 0,91] 0,90 


Абсциссы . . .| 0,00] 4,38] 8,84 13,40]18,05]22,80]27,65|32,60]37,67 42,84] 48,13 

1. разность. . 4,38 4,46 4,56 4,65 4,75 485 4,95 5,07 5,17 5,29 

2. разность. . 8 10 0 аш в 10 12 
ДЪлене | 0,90] 0,89] 0,88] 0,87] 0,86] 0,85] 0,84 0,83] 0,82] 0,81| 0,80 

Абсциссы. .. 48,13|53,54 [59,07 [64,73] 70,52] 76,44 |82,52]88,73]95,10] 101,62] 108,31 

1. разность .. 5,41 5,53 5,66 5,79 5,92 6,08 6,21 6,37 6,52 6,69 


= разность. .|12 12 13 15 35 018 96 15 ПП 


[Разности служатъ для провфрки. Он$ должны „возрастать“. 
Что вторыя разности не столь правильно возрастаютъ, объясняется 
округлен!емъ чиселъ, которое можетъ вызвать ошибку для абсциссъ 
—въ полъ единицы, для первыхъ разностей — въ единицу, для 
вторыхъ разностей — въ двЪ единицы на посл$днемъ мЪст$]. 

3. Прямая, проведенная черезъ вершину параллельно третьей 
сторон$, вмБстЪ съ двумя другими сторонами и меданой, обра- 
зуютъ гармоническЙ пучекъ. Отсюда т = - 1,8558... 

4. Если искомый угловой коэффищентъь мы обозначимъ че- 
резъ х, то связанными другъ съ другомъ будутъ величины — Ти х; 
о и —4; Зи о. Если перес$чь четырехугольникъ безконечно а 
удаленной прямой и спроектировать фигуру изъ какой-нибудь точ- - 
ки, т. е. провести черезъ нее прямыя, параллельныя сторонамъ, то" 
въ силу стр. 54, получится инволющюнная группа. Поэтону © сид. 
‘примфръ: ху 


_& 
(—1, +5, +3, ®)=(х, —4, в, +3), откуда йа 


Если бы мы сдфлали „также“ вфрное попущех 
(х, — 1—4, 0) =(— 1, х, +5073), 


24 
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то, кромЪф вЪфрнаго значеня х = - 6,5, мы получили бы еще не- 
вфрное значене х = — 1. Почему? 


п - #& 2-5, неа 
р ы. 
2. хи миу а хе и" а, х'=-х-чу-а 
1 = . у' о у =. 


3. Уголъ ф долженъ быть центральнымъ угломъ въ боль- 
шомъ кругЪ, см. фиг. 97: 


т 
р - с08ф У зтф [5 с03$ 


: й № 
у=—х Зои с0$ф НФ. 


Зам чан!е. Эти уравненя въ то же время для каждой си- 
стемы значенй х’, и’ даютъ параметрическое выражене описываемой 
при катан!и кривой (эллипсъ). (Параметръ ф.) 


м 


Э. 


1 РР. =7Т20, РР, =У96, РР, =У10, «Р, =60°15,3', 
хР, =81952,2', < Р, = 379 52,4". 


Координаты центра тяжести 5: х, = -Е 3, и, = --- — 
\ м 23 
м точки пересфченя высотъ 8 хь = 1 и; = + 7 
24 13 

я центра М: рН + 

Зам чан!е. Мы найдемъ, что х, —х, = — 2 (6 ха), 
и — и. =—2(%— 14), такъ что точки Н, 5, М лежать на‹одной 
прямой и Н5=25М. Теорема Эйлера. 27° 

2. ЖЕ — 4%, =, + 8—1. ее” 

1 А 1 вм А 
3. хз, Е 2(95 — 91) в’ 1] = — 25), 
у” 


р = Хх. ь -- Хз Е Хз, — №1, < ау, 7 
= (2 — 8 + (и, — 1. 5 
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4. Шесть вершинъ суть: 
1 Зи о 
258 ее # ы ИИ — 
Е 2), Р, (0, ее. Рь( 9 273, те 23), 
ея и а ны В Е. 


РИ а 

(4 УЗ, -5"3). 

центръ м, т 
$ 6. 


1. Мы найдемъ ихъ проще всего путемъ „испытанйя“: 
бх — Зи 12 и 2х4 и— Г. 
2. Расположимъ по степенямъ и: 
— 31  и(— х - 33) + (10х? — 11х — 84) =0, откуда: 
_ 38 —=+ (63—10 — 182% — 1008. 
6 
Корень извлекается, онъ равенъ - (11х — 9). 


3. Множители суть: 
4х — у Е Ще 


8 %. 
1. У(х— а) (и— У (а - (и 
=У(х— в) (у +0) У (х- а) (у— 5). 

Посл освобожденя отъ корней (осмотрительно вычислять!) 

и дфленя на 1626 мы получимъ чрезвычайно простое уравнен:е: 
х.и=0, 

такъ что геометрическое мБсто состоитъ изъ обфихъ координат- 
ныхъ осей, въ чемъ легко удостовфриться а рофепон. 

2. Если ввести перем$нную точку Р, то угловые коэффику 


2 же о” 
ит, по, 


щенты 72, и т, лучей РР, и РР, равны ‘— д; ПОЭТОМУ 
= х —- е? 
согласно формулЪ 3) $ 2-го: хо 
Ре Ни со 
т Ио 2—1. М 
ыы у 1 ее 
х—1 3 
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откуда, послЪ упрощенй, получимъ: 
ху 5х | 5у= 0; 


это уравнене (5 12) выражаетъ кругъ съ центромъ М Ш = 
и. 
и радусомъ г=оУ2. 


3. Если прямую Г.Р, мы примемъ за ось х-овъ, а перпен- 
дикуляръ въ серединф — за ось и-овъ, то получимъ уравнене: 

ой ви: = 

Полярное уравнен!е чрезвычайно просто, именно: 

г=е. У 2. У соз2ф. 

4. Задача не легка, но очень поучительна. Р,Р.Р.Р, — анти- 
параллелограммъ. Полагаемь Р.Р, =Р.Р, =9е, Р.Р. =, Р, = 23а; 
сторона Р.Р, неподвижна, ея концы — Р, (-е, 0), Р.(—е, 0), се- 
редина стороны Р.Р, — М(х, 9). Мы получимъ: 


(уф =4, Пе. 
ПО (Роу = 44°, 1\) х=78 = У в 


Нужно теперь исключить величины х., Х., Из, И.. Полагаемъ 
иные А Е 
7. 2 
Г) Ве, Ш) («ФЕ (уф = 4, 

ПГ) ХЕ + (+= 442. 

Теперь нужно исключить еще Ё и т. Изъ равенствъ П”) и ПГ) 
вытекзетъ: 

П") х.(Е -о-у.ч=0, Ш”) х- 92-е. (Е + 0) = 442. 

Если мы вычислимъ & изъ уравненя Ш”), а затфмъ \ из 
уравнен!я П”) и подставимъ ихъ выраженйя въ уравнене Г), то 10-7 
лучимъ окончательное уравнене. Но послфднее „должно“ ймть 
постороннйй множитель, ибо всЪ до сихъ поръ приведений урав- 
нен!я справедливы, какъ для антипараллелограмма, так и” для па- 
раллелограмма. Итакъ, нужно отдфлить еще этот" множитель. 
Изъ уравненй Г) и П”) либо Е-е=0 и ч= 0, такъ что уравне- 
ню х2--1? = 44? отвфчаетъ параллелограммъ, Ибо 


Г’) х-1— и(Е— 2) =0 (антипараллелограммъ). 


=; тогла 
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Если теперь мы исключимъ ё и \ изъ уравненйй Г’), П"), Ш”), 
то получимъ окончательное уравненёе: 


(х2- 2)? — 442 — 4 (4? — е*) /* = 0. 
(Для провфрки положимъ &=е; кривая распадается на два 


круга; почему?). Для а= 2 получимъ лемнискату (задача 3): 


(х?- у)? — 22 (х*— у?) =0 


$ 5. 
1. Положимъ знаменатель равнымъ И и напишемъ равенства: 
пх — Зи + и =5, пи 4и -- 1112 =6, п 7и— 1 =2. 
Разсмотримъ величины И, и, и*, какъ неизвфстныя, вычислимъ 
и, и? и положимъ и? = (и)?. Мы получимъ: 
(73х — 10, — 37) (50х — 29у — 38) — (— 28х -- 7Ти- 49)? =0 


или. 


2866х? — 2225ху + 24? — 1880х и 767у — 995 =0. 


“ 


2. Л=0 и ^Л= 19.24, поэтому — м —=0 или 
х? 1/2 
Ро 1024 - а 
— 5 | — 5т— и 
ии 
1 тж т 
8 9. 
х И 
1. 2х-—Зи—13=0; 13 а 3) 
й. ее | 
+ 2х У 
= 2 № у Р_ 


2. Пусть уравнеше будетъ: ах + Ру + с=0. Два сбои: 
2а-Зр-с=-- 6 Уд то 
\< 
5а — В е= + 4У 42-1 3 \ \ 
даютъ двЪ вещественныя прямыя: К ой 
у—3=0, 12х — 5у — 117 = 
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и, сверхъ того, еще дв мнимыя прямыя. 
1 ] 
3. Пусть уравнене будетъ: Е —-1=0. Тогда а 


ра = - 4, откуда: 


ыы Е и —=0 (дв вещественныя прямыя) 
ИЛИ 
а ИВ 1 =0 (дв мнимыя прямыя). 
1-2 2 (1+) 
$ 10. 
ч 
у. й = = И 
2. Для искомаго луча должно быть: 
А и 
3—5 ао 
и Отсюда: ^ = — 9, ц = —5. Поэтому уравнене имФетъ видъ: 


13х + 39и + 5=0 
3. Уравнен!я трехъ Дагоналей суть: 
а. + а. 0, =0, а. 0, + а.Ц. =0, а, Ц, + а, =0; 
въ виду тождества, эти уравнен!я могутъ быть написаны и въ та- 


комъ видЪф: 


0. а,0. =0, 4,05 - а. 1, =0, а. Ц. + а. = 0. 


И. 

1. Должно быть р-4= 2А, такъ что О 
Это — тангенщальное уравнене. Уравнене въ Декартовыхъ коордиз 
натахъ имфетъ видъ: . с 

ху=А © 
В. 56 

[Уравнене оо ннее гиперболы, отнесенное къ ”- дХ. 

о. оно быть ро. т м. 
— 25а | р9=0 или: ео 


253 -- 25и ++ 950 + 1 = 05% 
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а аа 


Это — тангенщальное уравнене. Преобразоване къ Декарто- 
вымъ координатамъ даетъ уравнен!е: 
Хх? -- у? — 5х — 25у + 3 =0. 
(Уравнене круга, который касается оси х-овъ и оси у-въ; $ 12.) 
3. Согласно равенствамъ 8Ь) на стр. 144, формулы преобра- 


зован!я имЪютъ видъ: 
— и У ых о 
Е и О 


1 


или: 
1 


и” И 
— В а 
Новое уравнен!е приметъ видъ: 

и -- 10’ 14902 — 2 — 8% + 1=0. 


и 


$ 19. 


2. Пучекъ круговъ: х? -- и? — бх--4и ЗНА (х—и—7)=0. 
352 
Для искомаго круга Л = —- [м(+ — — -— : АЕ 
3. Мы получимъ для х уравненйе четвертой степени: 
х* — 2405” + 6402х 980" —=0 
Если мы положимъ х=24.х, то: 
х* — 612 | 8х —3=0; 
это уравнене имфетъ корни 1, =. =. =1, 2. = —3, такъ что 
ж = =: =24, х.=-—— 64, у =У, =: =24, У = 184, «5 
т. е. кругь является кругомъ кривизны для параболы въ точк” 
АУ 
(24, 24). Онъ пересБкаетъ параболу еще въ точкЪф (— 64, 1 > 


о 5$ 
1. а=-770, 2=-У 105. \\ 
р 3 . \\ 
_ 
2аи 1—2 59 


о ый Ух 
а < 
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3. Пусть т будетъ угловой коэффищентъ хорды, х, и х.— 
абсциссы точекъ пересфчен!я Р; и Р.; РЕ=3ЕР,. Тогда: 
1) хх —2=2(е—х,). 
Такъ какъ, съ пругой стороны, фокальные лучи относятся, 
какъ перпендикуляры на директрису, то: 
87 


а? 
2) №— “= 2(х, = 


2 
Изъ равенствъ 1) и 2) вытекаетъ (такт какъ 4? = >. что 
10 7 , 
х,= уе, Хх, = зе, отсюда: 
7. =—, —@ = ы Е. Е. 
а”! д ое а: 
Поэтому, наконецъ: т и РО 
| , 36 ЗИ: 
и = 
$ = Е Е И = = Е У 17, ф = + 760220". 
32 


4. Перпендикуляръ равенъ половин суммы опущенныхъ изъ 
концовъ хорды на директрису перпендикуляровъ и каждый изъ 
послЪднихъ равенъ соотвфтствующей части хорды. 

5. Обозначимъ черезь О точку пересфчен1я прямыхъ КГ и 
55,; по теоремф Менелая (стр. 254), 50О.ОГ.5К=5.О0.5Ё.ОК; 


такъ какъ 


ОЖД. соков 
Ев, 


т. е. точки 9, 5,, Е, О образуютъь гармоническй рядъ, чфмъ и 
доказана теорема для одной лини пересфчен!я (стр. 168). Для дру- 


то получаемъ: 


гой доказательство аналогично. < 
> 
8 м. 5» 
] #. -- и —1 =0 с 
т’ а и 
6? е? ` 2 
2. м - и — 2хж т ВЕ — о нло» 


те | 
т (хе 
(аи) Ня — 0% 
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откуда вытекаетъ, что точки пересЪчен1я съ эллипсомъ, дЪйстви- 
тельно, опредфляются уравненшемъ (х — хо}? =0. Если х, > а, то 
кругъ все же можетъ быть вещественнымъ несмотря на то, что 
точки касаня будутъ мнимыми. 


3. Пусть уравненя обоихъ круговъ будутъ: ЦИ! ==х? - у? 
их =9, Ц, =^2- у? | т.х - р. =0. Тогда искомое урав- 
нене будеть имфть видъ: УЦ, + Г 9 —=с или — по освобожде- 
ни отъ корней: 


(0: — 0, — 22 (0, + )+а=0. 

Такъ какъ выражене (, — (Ц, первой степени, то уравнене 

— второй степени. Въ немъ н$тъ членовъ, содержащихь ху ии. 
Членъ, содержашй х— если только случайно коэффищентъ при 


х? не равенъ О (парабола) — можетъ быть уничтоженъ при помощи 
параллельнаго перенесеня, посл чего уравнен!е приметъ видъ: 


ах? — Ву? 1=0 
представляя собой отнесенное къ центру уравнене эллипса или ги- 
перболы. (Показать, что кривая касается обоихъ круговъ.) 


4. Введя хорду и — и, =т(х — хо), выразивъ середину че- 
резъ 7и и исключивъ т, получимъ: 


(2). Е 7 Хо’ Чо” 


2 п 21а 
$ 15. 
а" х* — 2? 
фо 2. = о. =_= —[, что и требовалось 
а а? | р 
доказать. т 
л * 
2. Если прежде всего мы проведемъ как!я-нибудь двЪ 57 
ково наклоненныя къ оси х-овъ хорды: ко 
и й РЕ и (% 2 
Г и— тх — 9—0, П) у тх — 4, =0, 59 
то четыре точки пересфченя ихъ съ гиперболой: к 
‹ ® __ 
ШГ) х2 — 92 — а*=0 \\У 


лежать на круг, уравнен!е котораго имфетъ вид ый 


(1-Е 7) (х° —у "— а?) + 2—тх— 9) -тх — 4:1) =0 
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или: 
(х-- 7?) (1 — 11?) — 2хт (4 —4,) — 2у(а-а,) Е ^=0 
(Х не вычислено). 
Поэтому центрь М имфетъ координаты ху = ВАА 
и аь такъ какъ онъ долженъ лежатъ на хордЪ | то вы- 


полняется равенство 


А+ т" 9—4) 


1—2? 1— #2? 


такъ что хорда П есть д1аметръ гиперболы, какое бы значене ни 
имфла величина 4, что и требовалось доказать. 

(Очевидно, задача 1 есть лишь частный случай задачи 2.) 

3. Если -- хо, Ио суть координаты обфихъ точекъ каваня, 
то совершенно такъ же, какъ и въ задачЪ 2. 5 14-го, мы полу- 
чимъ уравнен1е круга въ вид$: 


(хи ь 
а а ИР —1)-+0— Ус) = 0. 


х2 /? 
Для точекъ пересЪчен!я съ асимптотами и! поэтому: 
2 
е 
Зы 2 
=в(У— №), 
ав 
а А — а = 9 
ар , 
1 = Ир — —, = —-И,. 
2 — о а м 


Слдовательно, хорда равна 


5=У (4, — и), — х = (у, — У - + 


ар 94° -- р? о - _ 
у 2$ 
что и требовалось доказать. 559 
(2 
5 16 о 


а) Дана парабола и, на ней ее Р(х, и). Точка 


перес$чения нормали съ главной осью иметь координаты 0, и-|-р; 
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поэтому для точки Р’(х', у’), о которой р$чь въ задач, х’ = — х, 
и =и- 2р, чЪмь доказывается первая часть предложен. 

Ь) Проведемъ черезъ точку Р(х, и) произвольную хорду съ 
угловымъ коэффищентомъ 72. Если она пересфкаетъ параболу еще 


въ точк5 О(Х, У), то 
Х=2тр—х, 
=и-Е 2рт? — 2тх. 


Поэтому угловой коэффищентъ прямой ОР’ равенъ 


У-фиьи ти < 
о 


Хх т 


Если уголъ ф извфстенъ, это даетъ квадратное уравнене от- 
носительно 72 и мы непосредственно находимъ: 


то =— 1, 


что и требовалось доказать. 


2. Если х,, х., хз суть абсциссы точекъ касаня, то Х.х, — 
—Р(У-У,) =0 ит. д. суть уравненйя касательныхъ Д, 4, /[.. По- 
этому, согласно стр. 131, уравнене высоты, опущенной на сто- 
рону /., имЪфетъ видъ: 

(лох + р") [А-х, — РТУ] — (хх, Е р?) [Х-х, р (У у») =0 
х.* 2 


№ > 
-*, посл дфленя на р (м. —х.): 


и. в 
са! | 


^:Х2Хз __ Р»! рх. О 


ое о ь 


или, такъ какъ 1, = 


Для точки пересЪченя съ директрисой У=— 5. поэтому: 
рт Бра Зы хх, ий 
2 9. 
Такъ какъ то же значенНе получается и для другихъ ВЫСОТЪ < 


то теорема доказана. АУ 


3. (+17) (22° -- 27) +281 (6? — 2) —2УЗРУа?-Р. «$ 
-- 254 =0 или же: <> 


СУ 


ЕУ Р-Р — РУ? ]? — 44а? =0, дм 


откуда непосредственно вытекаетъ, что прямыя ЕО, \=-0’ суть 
касательныя къ эллинсу. АСУ 
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$ 11. 
1. 9х? — хи + 161? — 72х — 96у - 144 = 0 — эллипсъ, 


3600 
М (& = 45, В=- 35), Е 
1 
оз, — у, Е 16—69” =0, Шт, 2р= 897,8' 
ф— 403,9; р=— УВ = —5-УЯ, “,=5(5— У) 
5 Е 
“= (5-12). 
с ор а 9 В 
7200 Ех 7200 
155 —У2) т 


т 
= 50 +7200 (лежитъ на оси Е) 


вв \/ 50 — 209 (лежитъ на оси т). 


2. 48? — 22ху — 48? — 384х — 112 -- 768 = 0. 


344 8 19200 
"торг г’ 
200 
48х ок, уе =. 

22 ! в ! о7 
ис. 2ф= 16795,55', ф = 83932. 8', р—= 1097. 
а. =—5797, а. =- 5197. 

+ 
о — О. 
—- 97 

== У 3840 - уе (вещественная ось совпадаетъ съ осью 5). 
сх 
_ о 

$ 18. - © 
1. Мы получаемъ два уравненй: -х — 


а) 9х? -|- 24ху -- 16? —12х — 96биу Я = : 
Ь) 9х2 — 24ху - 1652 И 7144 = 
уравнен!е а) можетъ быть представлено в 


(3х + 4у — 12) = 


ов, но 
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и выражаетъ двойную прямую (соединяющую точки Л и В), такъ 
что оно не даетъ параболы въ собственномъ смыслЪ; остается лишь 
уравнен!е 
Ь) (3х — 4и)? — 24 (3х | 49) - 144 =0. 
а Е, 
© ф = Е: — 126052, 20'. (Главная ось параллельна прямой, 
соединяющей точку О съ серединой отрфзка АВ.) 


4 3 
иф = 5) с0$ф = —5: 
24 7 
25х.? — 24 =. т 5%) Ч 144 =0. 
720 168 в. 
У 24а" 242”! 9048 `*!` 
84 144 
== а == 5 == = С — —-—_. 
го, 11 т! и к 125 $ 125 
= 
Окончательное уравнене: м = а (направле- 
125 
не главной оси совпадаетъ съ отрицательнымъ направленемъ оси 7). 
Е ИЗ] 
5-1 =0, А= _ 2% уравненя двухъ паръ 


прямыхъ таковы: 


5-У я 5+У ) 

| и а 
О 7, 

Собственно, уравненйе относительно ^ третьей степени. Третй 


корень ^ == со даетъ: 
(«+ У—5) (0х 0-1) =0. 
3. Если точки (х., и.), (ха, И.) суть точки пересЪченя, то 
искомое уравнен!е имфетъ видъ: 


+. Ж В 1 И а ИЛИ: су 
16 9 ея 
уз Е их и МХ > 
^1Хо 11/2 172 2. 112 1 2 а. 
Е па ВИ“ и 
Для точекъ пересфченя найдемъ: 73х° — и 256 —=0, 
320 ‚ок 90 565, 
1 р ха = = ТР ) Хх. 2 —_ чт" АУ 


«У 
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Такъ какъ Я = е 2х1 з У. ==0 Ь 2х., то, далЪе, ИРУ =-Р73, 
о 576 
141] —= ый жи -- Им = - ыы и, ПослЪ подстановки: 
ТЭ 73 
3х? -- 12хи — 131? — 60х — 30и - 219 = 0. 
Если для провЪфрки мы вычислимъ центръ этой кривой 


32 9 , 
(== +5) В=+ 5), т. е. точку пересБченя касательныхъь и въ 


то же время полюсъ сфкущей ($8 22), то, въ дЬйствительности, 


окажется, что: 
@'3з = —- 30а — 153 - 219 =0. 


$ 19. 


1. Обозначимъ черезъ Р), точку пересфченя прямыхъ Д, 4». 

Положимъ двойное отношене 
(Р; „> а р Р, 5} = (2, 3, 4, 5) ит. д. 

Разсмотримъ прямыя 4, /5, 5, какъ стороны треугольника, а 
прямыя /[,, /[., какъ трансверсали, примфнимъ формулу Менелая и 
произведемъ въ ней д$лене. Мы получимъ: 

а) (12, 3, 4, 5) х (23, 1, 4, 5) Х (З]1 2, 4, 5) =1. 

Такъ какъ теперь черезъ отношене (112, 3, 4, 5) выража- 
ются всф шесть двойныхъ отношенй на прямой А ($ 1), то теорема 
доказана для лучей /\, [›, [., слЪдовательно, и вообще. 

2. Полагаемъ: 

Ь) (112, 3, &, 5) = (33,165 = 
а 


Согласно равенствамъ а) В) 1) 5) на стр. 15 и формуламъ 


11) и 12) $ 1-го, тогда: < 
(2|3, 1, 4, 5) =; (31, 2, 4, 5) =х, - е> 
1—х ©у 
слЪдовательно, въ силу соотношенйя а), 29 
и __— 15 У 
А 


Если мы подвергнемъ провфркЪ равенс: га, получаюцяся изъ 


соотношеня а) путемъ перестановки, то най емъ, что и они также 
“С 


выполняются. > 
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3. Непосредственно вытекаетъ изъ задачи 1. $ 2-го, если 
спроектировать четыре лучи на противолежаш!ия стороны пяти- 
угольника. 

$ 20. 

1. Найдемъ: (х, —х,) (х. — хз) (х.—х,). Каждый опредФли- 
тель, первый рядъ котораго образованъ изъ элементовъ: 1, х,, 
х1?,...х” Ри т. д., такъ что послфдЙ рядъ составленъ изъ эле- 
ментовъ 1, Хм, ГР ЕЕ равенъ произведеню изъ всЪхъ раз- 
ностей х. (Доказательство ведется путемъ вычитан!я перваго ряда 
изъ остальныхъ, выдфленя множителей х, —х,, х—х,...х,— 
и преобразован!я въ опредфлитель (и — 1)-го порядка того же вида, 
и перехода отъ и — 1 къ п.) 

2. Если вс горизонтальные ряды косого опредфлителя мы 
умножимъ на (— 1), то онъ останется неизм$ннымъ, такъ какъ при 
этомъ лишь горизонтальные ряды становятся вертикальными рядами. 
Но въ то же время весь опредфлитель умножается на (— 1)"; сл5- 
довательно, коль скоро п — нечетное число, опредФлитель долженъ 
тождественно обращаться въ нуль, что и требовалось доказать. 

3. Для п-=2 справедливость теоремы ясна, такъ какъ 


ь 
} | Для п=4, т. е. въ случаЪ опред$лителя 


а, 0| 
0, а = 
Е —а 0 (де 
—р—а, 0, Г’ 
—с—е— 0 
умноживъ послЪдн вертикальный рядъ соотв$тственно на —-, 


ых прибавимъ его ко второму и третьему. ПослЪ того этотъ же 


пр1емъ примфнимъ къ горизонтальнымъ рядамъ. Тогда опредфли- > 
тель останется косымъ, но вмфсто диф будутъ стоять ‘нули, 


о. 


с останется неизмЪннымъ, наконецъ, вмЪсто 4 будетъ состоять 
к 
< 


р [9 к 
4 =4-— ен-}{ © 
и = $” 

\ 

Поэтому непосредственно имЪемъ: - \У 


А = 242 = (4с — фе + а[)*. 50° 


> 
Случай и=б6 приводится къ случаю п=4 ид. 


® 
я 
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$ 21. 


1. Введемъ еще прямоугольную систему координатъ Ё\, въ 
которой сторона д есть ость &, а высота, опущенная на сторону а, 
есть ось \. Въ этой систем вершины .4(0,р), В(а, 0), С(ф, 0) 
связаны услов!ями: 


а—р=а, в - р?=2?, В - 92= 272. 
Уравнен!я трехъ сторонъ им$ютъ видъ: 


т с — 


Если лЪвыя части привести къ нормальному виду, сд$лать 
ихъ однородными, принять во внимане, что величины х, и, {< должны 
быть пропоршональны самимъ перпендикулярамъ, и замЪтить знаки, 
то уравнен1я 3) здфсь примутъ видъ: 

5 -\р— р _— 65 — 9-Е 645 
т к 
и, обратно, 
к Ро ыы ах Бу +х 
а ^ ра 

Уравнен!е безконечно удаленной прямой въ прямоугольныхъ 
координатахъ есть & =0. Поэтому въ трилинейныхъ координатахъ 
оно таково: 

ах фи сх=0. 
Уравнен!е высоты, опущенной на сторону а, есть &=0. Въ 
трилинейныхъ же координатахъ: 
вау + р =0, 
„ или — посл$ подстановки значенй р и (: 
Ка? -| с? — 6?)у — с (В? - а? — с); =0. 

(Мы видимъ, что, если выписать уравненя всЪхъ трехъ вы: 
сотъ и сложить, то получимъ тождественно О=0: высоты п те 
каются въ одной точкЪ.) 

Описанный кругъ долженъ (стр. 289) имЪть те вида: 

аух -- Вх + 1ху=0. 

Введя прямоугольныя координаты и примЪн рии урав- 
нен!я круга, мы найдемъ, окончательно, что а {аа а: 0:6, п 


— 


искомое уравнене имЪетъ видъ: 5 < 
а 


аух - вхх -- сху= 05 
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2. Равенство х=0 даетъ а,,х’ -- 2а.хи-+ а, = 


— Е И пой — 4,1900 


1] ЕЕ 
Чо 


Поэтому точки пересЪченя оказываются вещественными, сов- 
падающими или мнимыми въ зависимости отъ того, будетъ ли 


-\ 
_ 


Если прямая 2=0 безконечно удалена, то снова придемъ къ 
критер1ямъ $ 18, стр. 236. 


3. 1 2 С 
Хх! В. 

7 ] 2 
ть т. 


1. Пусть координаты точекъ 4, В, С будутъ соотв$тственно 
1: Ул, 41, 2, И», д, Хз Уз, дз; тогда прямыя ф(х; х,) = 0, 
ф(х; х,) = 0, ф(х; х.) =0 будутъ поляры точекъ 44, В, С. Если точка 
Ч, есть полюсъ прямой ВС, то для нея удовлетворяются оба урав- 
неня ф(х;х,) =0, ф(х; х.) =0. Сл$довательно, равенство 


ф (х; х)Ф (м1; м3) — Ф (х; хз) ф (хи; х,)=0 
будетъ уравненНемъ прямой ./4.4,. ДЪйствительно, во-первыхъ, оно 
является результатомъ линейнаго сочетаня уравненй, удовлетво- 
ряющихся координатами точки „,, и во-вторыхъ, оно удовлегво- 
ряется тождественно значенНями х=х,, и=и,, <=4,. Если анало- 
гично образовать уравненя прямыхъ ВВ; и СС, и принять въ сос 
ображене, что ф (2х; х,)=ф (х,; х), то путемъ сложешя получим» 
тождество 0=0, такъ что треугольникъ .4ВС и его полярный, 7ре- 
угольникъ расположены перспективно, что и требовалось доказать. 
Пусть Е будетъ точка пересфченя прямыхъ ВС и ®., Е— 
\© 
точка пересфченя прямыхь СИА и СА,, С — точка: Эпересфчены 
о 
прямыхъ АВ и 4,В,; тогда точки ЕЁ, Е, С суть ополюсы прямыхъ 
2$ 
АЛ,, ВВ,, СС,. Такъ какъ эти послфдня пере ются въ точкф 


25 
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О, то точки Е, Е, С лежатъ на одной прямой — полярЪ точки 0, 
что и требовалось доказать. 

2. Любыя двЪ сопряженныя поляры, проходяция черезъ точ- 
ку Р, вмЪстБ съ касательными, исходящими изъ точки Р, обра- 
зують гармоническй пучекъ. Если первыя дв прямыя взаимно 
перпендикулярны, то он должны, такимъ образомъ, дфлить попо- 
ламъ углы между послфдними прямыми. Слфдовательно ($ 16), онЪ 
дфлять пополамъ углы между фокальными лучами, проходящими 
черезъ точку Р. 

3. Двумя такого рода пятиугольниками будутъ: 


вв, С, Ни (о о 


Вь самомъ дЪлЪ, въ первомъ, точка .4 есть полюсъ прямой В,С,, 
В — полюсъ С.Р ит. д. Мы замфчаемъ, что каждый изъ двухъ 
пятнугольниковъь въ отношении другого одновременно вписанъ и 
описанъ, т. е. что каждая вершина одного лежитъ на сторонф дру- 
гого, и обратно. 


$ 83. 


1. Въ каждомъ изъ двухъ пучковъ лучей существуетъ два 
взаимно перпендикулярныхъ вещественныхъ луча, которымъ въ дру- 
гомъ пучкБ соотвфтствуютъ параллельные лучи. Такимъ образомъ, 
обф безконечно удаленныя точки кривой проектируются перпенди- 
кулярными лучами, т. е. асимптоты взаимно перпендикулярны, что 
и требовалось доказать. (Центры суть концы какого-нибудь дйа- 
метра.) 

2. При движени треугольника МКЕ точки С оказываются 
точками пересфченя пучка лучей СС съ пучкомъ лучей КС. Оба 
пучка пересфкаютъ прямую В въ двухъ конгруентныхъ рядахъ то- 
чекъ Ки Г, слЬдовательно, они связаны проективной зависимостью. 

3. Допустивъ возможность, покажемъ, что точка 5.Сможеть 
быть только точкой пересЪчен!я двухъ об касательныхь и что 
„ось“ перспективы проходитъ черезъ точку пересёчены обЪихъ 
хордъ касан!я и черезъ двЪ точки коническаго СВ НЫ. Такъ какъ 
существуетъ 6 точекъ 5 и для каждой точки 5 `В различныя оси, 
то мы получаемъ, такимъ образомъ, 12 способов осуществить эту 
возможность, изъ которыхъ всЪ нвляются вещественными ЛИШЬ 


`у 
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тогда, когда будутъ вещественными четыре точки пересфченя и 
четыре обишия касательныя. 


$ 24. 
1. Уравнен1я 2’”) даютъ въ этомъ случаЪ: 
И =Рх + Ру- Ру=0 
0, = Ох Оу + 9х=0 
О. = Ах + Ву + Юх=0 
и выражаютъ одну и ту же прямую. Поэтому общее уравнене 
(О. — 0.*=0 выражаетъ эту прямую дважды. 
77 1 — 2 26). 
о о 
3. Общее уравнене кривой третьяго порядка содержитъ 
10 коэффишентовъ, такъ что кривая опредфляется девятью 
условями. Въ то же время, съ параметрическимъь выражен!емъ: 
х=а + ВА СЗ - 4/3 и т. д. связаны 12 произвольныхъ постоян- 
ныхъ, но, во-первыхъ, важны лишь ихъ отношеня, и во-вторыхъ 


«+ Ви 


— съ тремя 


ты 


произвольными отношенями о©:В:1:5. Такимъ образомъ, оконча- 
тельно здфсь остается лишь 12 — | —3 = восемь произвольныхъ 
постоянныхъ. Слфдовательно, число услоый равно 9 —8=1. (Это 
одно услов!е указываетъ, съ геометрической точки зрЪнН!я, на двой- 
ную точку; ср. $ 8, Декартовъ листъ.) 


2 


ихь можно изм$нять съ помощью подстановки Я — 


$ 25. 
1. Пусть Р(х, у) = ах? + 2аху | а. +... =0 и 
ф(х, /) = у--...=0 будутъ уравневя коническаго сфченя 


пучка и круга. Фора пучекъ коническихъ сфченй выразится урав- У 


и 
в. 7 
©) 


ненемъ: 


су 
-3 
Ё(х, у) Е №9 (х, у) = (аа Е ^)х? + 2аьху- (а + Ху... 358 
Такимъ образомъ, величины 40 и а. — а. всегда` `сбхра- 
няютъ одно и то же значене, слфдовательно, это справедливо и 
относительно угла ф, опред$ляемаго, согласно $ 17- -му) формулой: 


За 59” 
| 2ф =, [о - 
111 —@,о 
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[Для геометрическаго доказательства введемъ въ разсмотрфне без- 
конечно удаленную прямую. На ней (какъ и на каждой другой) 
пучкомъ отсфкается инволющя, въ которой, такимъ образомъ, 
должны взаимно соотвфтствовать об мнимыя циклическя точки. 
СлЪдовательно, двойныя точки проектируются посредствомъ пер- 
пендикулярныхъ лучей. Ими опредфляются направленя осей кони- 
ческихъ сЪченй. | 
2. Пучекъ имЪетъ уравнене: 


Р(х, у, ОЕ (х; хр =0, 
ибо его основныя точки суть точки пересфченя кривыхъ 
О. 


Но прямая ф(х; Хо) =0 есть касательная къ кривой Р (х, 9, <)=0 
въ точкВ Р(ху, 90, 0). Слфдовательно, всЪ четыре основныя точки 
совпадаютъ, что и требовалось доказать. 
се 
3. Данъ эллипсъ иг. —=0. Вершина — 4 (- а, 0). Урав- 


3 


нен!е касательной: {- — 1 )=0. Поэтому уравнене пучка: 
а 


дет - /% я 
Е ОВ (Е) =0. 
РТИ р? а Е 
2. 0 
Для принадлежащаго пучку круга === поэтому’ наз- 


ванный кругъ имфетъ уравнен!е: 
а 5 а? — 6? А 5 
Е С = —: 


2 
Его радусъ Е Точно также радлусъ кривизны для 


2? __ 
вершины малой оси равенъ а и 
6? 
$ 26. 50 


г. 


1. Пусть АВСО будетъ четырехугольникь «Точка перес$че- 
ня д1агоналей будетъ центромъ шахматной доски. Если соединить. 
ее съ точками перес$чен!я противоположных) сторонъ, то шахмат- 
ная доска раздЪфлится на четыре части из. 
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—ыЫыМ——_—_——_— 


=. #21 : г а, 
а) х=7 (8 —9°), у=27таз, х= (9? 97), 
откуда, обратно, 
77 —х 1 т х 
Ь) а" = — 9 р ОИ = а — 
В 27 27 
р , а“ 
Если теперь въ уравненя а) вмфсто Х или т подставить 

р 


ав _ аз ва 

ста ‘о в 
и посл освобожден!я отъ знаменателей обозначить новыя коордн- 
наты черезъ х,,1и,,4,, а затфмъ вмЪсто 92, и3, 8? подставить вы- 
раженя Ь), то получимъ (осмотрительно вычислять!): 


рр. тов и ‚р 
и 

с) В <’ 40) у (аа - 6) + хх (48 - ас) 
ет 2—6 ° о Ра Мы ‚ 4:8 
Хх = ЕЯ — = ее с ее 


Если вмЪсто а, В, с подставить сюда какя-нибудь числа, то 
получатся всЪ коллинеарныя изображен!я круга въ самомъ себЪ. 
Дйствительно, послЪ выполненя нфсколько кропотливаго вычисле- 
ня мы найдемъ: 


ЖЕ а — а (у — а) (6 — аа}? 


[для 4=—а, с=ёф изъ уравненй с) по уничтожени однород- 


ф 
ности, если положить еще а=р во, вытекаетъ: 


Хх, = с0$ ф-— узшф 

у =х зшф - ис0$ф, .© 

т. е. коллинеащя переходитъ въ конгруентность, образовавшуюея 
путемъ вращеня вокругъ начала.] 5$ 

3. Какъь бы коническое сфчене Ре 2) = ав иЗобража- 

лось въ самомъ себБ коллинеарно, всегда существуют яакя двъ 

вещественныя или совпадаюцИя или мнимыя точки соотвфтствую- 

щя самимь себЪ, что соединяющая ихъ прямая ‹Окаывается веще- 


ственной. Пусть это будетъ прямая: 
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ф (х, и, ‹)==ах + иу-сх=0. 
Теперь, такъ какъ коническое сфчене и прямая ливя при 
коллинеаши 3) изображаются въ самихъ себф, то 


^ ь № в /. 1 1 
В (у) =АЕ(х, у, <), + (ху, ЕН УФ(х,У,Х). 
Кром$ названныхъ двухъ точекъ существуетъ еще третья не 
лежащая ни на кривой, ни на прямой точка, соотв$тствующая са- 


мой себЪ (какая?). Для нея должно быть: х=их, уи=ыу, х=5; 

поэтому, посл подстановки въ оба тождества и сокращеня на 
7 1 

Вх, у, х) и Фу <): 


ие, В-Й., ТЕ, 


Итакъ, вообще 


Е(х, у, ХА (фо 9, <) ЕР, У, А (Фх, у, Хх), 
коническя сфченя пучка Ё(х, и, <) 7 (ф (х, и, <) =0 
изображаются въ самихъ себЪ. Этотъ пучекъ состоить изъ ко- 
ническихъ сфченЙ, дважды касающихся другъ друга и прямая 
ф (х, 1, <) =0 есть не что иное; какъ общая хорда касанйя. 
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Книгоиздательство „Матезись” 


Одесса, Новосепьская, 66. 
би < або дю 
ВЫШЕЛЪ ВЪ СВЪТЬ 1 ВЫПУСКЪЬ; 
П, АППЕЛЬ и С. ДОТЕВИЛЛЬ 


КУРСЪ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 


Переводъ 1. Л. ЛЕВИНТОВА 


подъ редакей и въ примЪчан1ями приватъ-доцента 
С. О. ШАТУНОВСКАГО 


Выпускъ первый (главы 1-УМШ) содержить механику точки и геометрию 
массъ. ХУ-- 385 стр. 80. Съ 136 черт. ЦЪна 2 р. 50 к. 
Выпускъ второй (главы 1Х-Х\!]), содержашй механику системы, выйдетъ 
въ свЪтъ весною 1912 года. 


СОДЕРЖАЕАНТЕ: 
Часть первая. Предварительныя понят Яя: 1. Векторы. И. Кинема- 


тика. Ш. Принципы механики: масса, сила, работа. 

Часть вторая. Статика: 1У. РавновЪсе точки; равновЪсе системы. 
\. РавновЪСе твердаго тЪла. \1. Деформируюнцйяся системы. 

Часть третья. Динамика: УП. Динамика точки. У. Моменты инер- 
щи. |Х. Динамика системь. Х. Движене твердаго тфла. Х]. Треше. ХИ. Ударъ. 
ХШ. Принципъ возможныхъ работъ. ХУ. Принципъ Даламбера. Уравненя Ла- 
гранжа. ХУ. Ударъ. Теорема Карно. ХУ]. Притяжене. Потенщалъ. ХУП. Рав- 
новЪъЦе и внутреннее рвижене совершенной жидкости. ХУШ. Движене совер- 
шенныхъ жидкостей. Гидродинамика. 

Упражненя. 

ОТЪ РЕДАКТОРА 


Обширный трехтомный трактатъь П. Апелля по механикё („Ттафб 4е 
М6сал1аие таоппеЦе“ раг Ра АрреЙ) переработань имъ и С. Дотевил- 
лемъ въ однотомный курсъ и выпущенъ въ 1910 году въ свфтъ подъ заглав!- 
емъ: „Ртбез 4е М6салидие гайотпеПе. Путофисяоп & Ремае ае 1а Рвузюае е 
де 1а Мёсалаие аррИдабе, & Газасе 4ез сап@ аз аах сегЯса5 Че Псепсе её 
4ез 616уез 4ез 6е0]ез 4есЪт14ис$ зарбмеигез. Раг. Р. Арре!1 её 5. РацфЪе- 
у111 е“. Въ этой переработк$ курсь Аппелля и Дотевитлля представляетъ 
собою учебникъ теоретической механики какъ бы спешально приспособленный ©. 


къ программамъ теоретической механикп, нашихъ высшихъ учебныхъ заведений 


и полностью обнимающй эти программы. Если принять при этомъ во вни” 


мав1е доступность и мастерство изложен1я, которыя такъ характерны ДЛЯ <ЕНИГЬ 
Аппелля, и большое количество упражненй, введенныхъ имъ въ »Ртбз“ въ 
въ видЪ приложеня въ конпф книги и дающихъ изучающему предмет ”обшир- 
ный матер1алъ для самостоятельной работы, то можно надфяться, что Лгредлага- 
емый читателю въ русскомъ издан!и однотомный „Курсъ теоретичевкой маханики“ 
Аппелля и Дотевилля будеть цзннымъ вкладомъ въ н Меню лите- 
ратуру по теоретической механик$. ее 

Им$я въ виду сдфлать книгу доступною и для ли съ не посвятившихъ 
себя спешальному нзученю чистой математики, мы снабдили примфчавями тВ 
немногя мфста, пониман!е которыхъ, быть можетъ, могло бы представить нЪко- 
торыя затруднения. 

С. Шатуновскй. 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. | 


БИБЛИОТЕКА НЛАССИКОВЪ ТОЧНАГО ЗНАНИЯ 


Библ!отека содержитъ только так я классическ!я творен!я великихъ 
мыслителей въ области математики и естествознан!я, которыя читаются 
безъ большого напряжен!я и не требуютъ особенной подготовки со 
стороны читателя. Редакторы снабжаютъ каждый переводъ примЪчан!я- 
ми и разъясненями тЪ5хъ м5Бстъ, пониман!е которыхъ представляется 
сколько - нибудь затруднительнымъ. Научная комис@я ,‚МаШе$!$“ въ 
своемъ выборЪ книгъ для Библ!отеки классиковъ стремится дать воз- 
можность молодому поколЪню черпать доступныя для него знан!я изъ 
первоисточниковъ. 


Въ настоящее время вышли въ свЪтъ сльдующе выпуски: 


1. Р. ДЕДЕКИНДЪ. Непрерывность и ирращональныя числа. 
Пер. съ нЪм. прив.-доц. С. О. И/атуновскаго. 40 стр. 89. Изд. 2 е. Ц. 40 к. 

Идеи, развитыя въ этомъ замВчательномъ трудЪ, составляютъ въ настоящее время 
основу всего выешаго анализа. Къ книг приложена статья переводчика: „Доказательство 
существован!я трансцендентныхъ чиселъ (по Сащогу)“. 

П. АРХИМЕДЪ. Послан!е къ Эратосеену о н5которыхъ теоре- 
махъ механики. Пер. съ нБм. подъ ред. „ВЪстника Оп. Физики и Элем. 
Математики“. Съ предисл. прив.-доц. 1/1. Ю. Гимченко. ХУ--27 стр. 80 
Ц. 40 к. (См. каталогъ 1. Гейбергъ. Новое сочинен!е Архимеда). 

Сочинен!е содержитъ въ себ обще методы, какими пользовался Архимедъ при на- 
хождении площадей, объемовъ и центровъ тяжести; эти методы свидЪтельствуютъь, что ве- 
лиюЙ гречесый геэметръ былъ весьма близокъ къ идеямъ созременнаго интегральнаго 
исчислешя. 


Ш. АРХИМЕДЪ, ГЮИГЕНСЪ, ЛЕЖАНДРЪ, ЛАМБЕРТЪ. О 
квадратурЪ круга. Съ приложешемъ истор!и вопроса, составленной 
проф. Ф. Руд10. Пер. съ нЪм. подъ рел. прив.-доц. С. Ы. Бернитейна. 
УШ-Е 155 стр. 89. Съ 21 черт, Ц. 1 р. 20 к. 


ПоелЪ того, какъ задача о квадратурв круга была совершенно исчерпана доказа- 
тельствомъ трачецендентности числа л, профессоръ Руд10 счель нужнымъ обратить вниман!е 
на ТБ древн5йшШя работы, которымъ задача о квадратур$ круга обязана своимъ развитемъ. 

ГУ. Б. БОЛЬЦАНО. Парадоксы безконечнаго, изданные по по- 
смертной рукописи автора 0р. Фр. //ржсигонскимз. Переводъ съ нёмец- 
каго подъ ред. проф. И. В. Слешиискаго. УШ-- 119 стр. 89. Ц. 80 к. 


Въ этомъ сочинен Больцано является предшественникомъ Кантора въ теор! без- 
конечныхъ многообраз!й. Онъ устанавливаетъ и развиваетъ т свойства безконечнаго, кото- 
рыя легли въ оснозанше теор1и Кантора. 


Печатаются и готовятся къ печати: «У 


Г] о 
‚ У. т. ЛАГРАНЖЪ. Прибавленя къ „Элементамъ Алгебры“ 
Эилера. Неопред$Бленный анализъ. Переводъ съ французскагоуподъ 
редакщей приватъ-доцента С. О. ///атуновскаго. @>” 

Въ этихъ прибавленшяхъ впервые дано полное рёшеше неопред леннао‘ввадратнаго 
уравнешя съ двумя неизв$стными въ самомъ общемъ вндЪ. По изяществу Ж раубинВ мето- 
довъ эта книга несомнфнно предетавляеть собой одинъ изъ перловъ срейртворен1й вели- 
каго геометра. ЕСУ 

д 
: УТ. ЕВКЛИДЪ. Первыя шесть книгъ „Начал "\ Переволь проф. 
Д. М. Синцова и пр.-доц. С. Н Берниипейна. = 


УП. САДИ-КАРНО. О движущей силЪ ог 


® 
тя 


УШ. БРАВЕ. Математическ1я начала кристаллографии. 


Книгоиздательство научныхъ и попу- 
- ее =. пярно-научныхъ есочинен]Й изъ обпа- 
т сти физико-математическихъь наукъ. 


Одесса, Жобосельская, 66. 


МАТЕМАТИКА. 


АДЛЕРЪ, А. ТЕОРШЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ПОСТРОЕНИЙ. Перев. 
съ н-мецкаго полъ ред. прив.-доц. С. О. (Шатуновскаго. ХАУ-- 325 стр. 


89. Съ 177 рис. 1910. Ц. 2 р. 25 ю 
Это качество... дЪлаетъ книгу единственной на русскомъ языкЪ въ дан- 
ной отрасли геометрии. Современный марз. 


АРХИМЕДЪ, ГЮИГЕНСЪ, ЛЕЖАНДРЪ, ЛАМБЕРТЪ. О КВАД- 
РАТУРЪ КРУГА. Съ приложешемъ истор!и вопроса, составленной проф. 
Ф. Руд. (Библотека классиков). Пер. съ нм. подъ ред. прив--лоц. 
С. Бернитейна. УШ--155 стр. 89. Съ 21 черт. 1911 г. Ц. 1 р. 20 к. 


БОЛЬЦАНО, Б ПАРАДОКСЫ БЕЗКОНЕЧНАГО. (Биб.йотека 
классиковь). Перев. съ нЬмецк. подъ редакц. проф. И. В. Слешинскаго. 
\М--120 стр. 8°. Съ 12 черт. 1911 г. Ц. 80 к. 


БОРЕЛЬ, Э. проф. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ МАТЕМАТИКА. Ч. |. Арие- 
метика и алгебра. Въ обработкЪ проф. ВБ. И/Лтёккеля. Пер. съ нЪмецк. 
подъ ред. прив.-длоц. В. Ф. Кагана съ приложенемъ его статьи „О ре- 
формЪ преполаван!я математики“ ЕХ1У--434 стр. 8. 1911 г. Щ; 3 р. 


УТЕВЕВ Н., Проф Унив. въ СтрасбургЪ, и УЕСЕЗТЕПМ $., Проф. 
Унив въ Гиссен. ЭНЦИКЛОПЕДЯ ЭЛЕМЕНТАРНОИ МАТЕ- 


МАТИКИ. Руководство для преполающихъ и изучающихъ элементар- 
ную математику. Перев. съ нЪмецк. подъ редакц. и съ примЪч. прив-- 
пон. В. Кагана. 

Томъ [. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ АЛГЕБРА и АНАЛИЗЪ, * обраб. проф. 
„Вебером ХЖМУ-666 стр. больш. 89. Съ 38 черт. 2-е 130. 1911 г. Ц. 4 р. 


Вы все время видите передъ собой мастера своего дла, который съ лю- 
бовью показываетъ велик!1я твореня человЪческой мысли, извЪфстныя ему до 
тончайшихъ подробностей. Педазозичсескай Сборник. 


Томъ 11. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ГЕОМЕТРЯ, составленка‘ Беберомё, 
Вельитейномь5 и Якобсталемь. 


Книга 1. ОСНОВАНЯ ГЕОМЕТРИИ. * Состав. /. Вельипиейнв. 
ХП--362 стр., больш. 85, Съ 142 чертеж. и 5 рис. 1909. Ы. 3 р.” 


м . > 
Особый интересъ представляетъ въ книгЪ г. Вельштейна своеобразнбё. с’ 


изложеше не-евклидовой геометр!и, а также изложен!е проективной геомех м: 
Журн. Мин. Н. _ 


Книга Пи ИЕ ТРИГОНОМЕТРЙЯ, АНАЛИТИЧЕСКАЯ `ЕОМЕТ- 
РЯ и СТЕРЕОМЕТРИЯ. Составили Г`. Вебер и В. Якобсталь. УШ-ЬЗ321 стр. 
больш. 89. Съ 109 черт. 1910. 5 р. 50 к. 


Е у 


о 
* Изданя, отмъченныя звьздочкой, признаны Ан. Ком. Мин. 


Лар. Просв. заслуживающими вниманя при пополнении ученических 
бибатотиекь среднихь учебных заведенли. оо 


х 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


ГЕЙБЕРГЪ, 1. Проф. НОВОЕ СОЧИНЕШЕ АРХИМЕДА *. Посла- 
не Архимеда къ Эратосеену о н#которыхъ вопросахъ механики. (Биб.л. 
класс.) Перев. съ нЪм. подъ ред. и съ предисл. прив.-доц И. Ю. Гимченмо. 


ХУ-27 стр. 80. Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к. 
Математикамъ .. будетъ весьма интересно познакомиться съ новой драго- 
цЪнной научной находкой .. Образование. 


ДЕДЕКИНДЪ, Р. проф. НЕПРЕРЫВНОСТЬ и ИРРАЩШОНАЛЬНЫЯ 
ЧИСЛА. * (Библиотека классиковз). Пер. съ нЪм. съ прим. прив.-доц. 
С. О. Шатуновскаго, съ присоединенемъ его статьи: „Доказательство 


существован!я трансцендентныхъ чиселъ“. 2-е изд. 40 стр. 8? 1909. Ц. 40 к. 
Небольшой по объему, но, такъ сказать, закокодательный по сслержан!ю 
трудъ... Русская Школа. 


КАГАНЪ, В. прив.-дои. ЗАДАЧА ОБОСНОВАНЯ ГЕОМЕТРИИ ВЪ 
СОВРЕМЕННОЙ ПОСТРНОВКЪ. Р$чь, произнесенная при защитЪ дис- 
сертащи на степень магистра чистой математики. 35 стр. 8°. Съ 11 черт. 


1908. Ц. 35 к. 
КАГАНЪ, В. прив-доц. ЧТО ТАКОЕ АЛГЕБРА? * 72 стр. 16°. 
1910. Ц. 40 к 
Книжка написана яснымъ простымъ языкомъ и, несомнФнно, вызоветъ къ 

себЪ интересъ. Русская Мысль. 


КОВАЛЕВСВЙ, Г. проф. ВВЕДЕНМЕ ВЪ ИСЧИСЛЕШЕ БЕЗКО- 
НЕЧНО-МАЛЫХЪ. * Пер. съ нЪмецк. полъ ред. и съ прим. прив.-доц. 
С. О. Шатуновскаго. УШ-1АО стр. 89. Съ 18 черт. 1909. Пе 


Книга проф. Ковалевскаго, несомнфнно, прекрасное введен!е въ высший 
анализъ. Русская Школа. 


КОВАЛЕВСЮЙ, Г. проф. ОСНОВЫ ДИФФЕРЕНШАЛЬНАГО и 
ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕШМИ. Пер. съ нЬмецк. подъ ред. прив.-доц. 
С. Шатуновскаго. УШ-Е496 стр. 8°. 1911. Ц. 3 В в 


Курсъ профессора боннскаго университета, несомнфнно, является однимъ 
изъ лучшихъ по ясности и чрезвычайной строгости обоснован!я одного изъ мо- 
гущественныхъ методовъ современнаго анализа. Современный Изфь. 


КУТЮРА, Л. АЛГЕБРА ЛОГИКИ. Переводъ съ французскаго съ 
прибавлен!ями проф. И. Слешинскаго. 1М--107--ХШ стр. 8°. 1909. Ц. 90 к. 


КЭДЖОРИ, Ф. проф. ИСТОР1Я ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ 
(съ указанями на методы преподаванйя) *. Перев. съ англЙск. полъ 
ред. и съ прим. прив.-доц. И. Ю. Гимченко. УШ--368 стр. 8°. Съ рис. 


1910. Ц. 2 р. 50 к, 
Книга читается съ большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы насто- 
ятельно рекомендуемъ „Истор!ю элем. мат.“ Кэджори. Въсти. Воспитандя. 


МАРКОВЪ, А. акад. ИСЧИСЛЕШЕ КОНЕЧНЫХЪ РАЗНОСТЕЙ. 
Въ 2-хь частяхъ. Изд. 2-е, исправлен. и дополнен. У-|-274 стр. 80 1911. 
Ц. арахю 


а А 
_ НЕТТО, Е. проф. НАЧАЛА ТЕОРШМ ОПРЕДЪЛИТЕЛЕЙ. Пёрев- 
съ нЬм. подъ ред. и сь прим. прив.-доц. С. О. Шатуновскаго ЭУШ- 
156 стр. 89. 1912. ЦФТ. 20 к. 


^^ 
ПУАНКАРЕ, Г. проф. НАУКА и МЕТОДЪ. Пер. съфранцузскаго 
И. Брусиловскаго подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. УШ-+-384 стр. 16° 1910. 
\<У” ‚ЩЕ р. 0 в 
.. книгу Пуанкаре можно рекомендовать особому\вниманйю преподавателей 
математики и естествознания. о \Вистникь Воспитаная. 


РОУ, С. ГЕОМЕТРИЧЕСКЯ УПРАЖНЕНЯ“ СЪ КУСКОМЪ БУМАГИ. 
Пер. съ англ. Х\1-|-173 стр. 165. Съ 87 рис. `И`чертежами. 1910. Ц. 90 к. 


Производитъ впечатлЪЬн1е гармоничнаго ИЪлаго и читается съ большимъ 
интересомъ. 1 усская Школа. 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


5 


‚ РУССКАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ БИБЛЮГРАФ1Я. Выл. 1. Списокъ 
сочинен!й по чистой приклалной математикЪ, напечатанныхъ въ Росс 
въ 1908 г. Подъ редакшей проф. .Д. М. Синиова. Тб стр. 83. 1911. Ц. 60 к. 


ЦИММЕРМАНЪ, Б. проф. ОБЪЕМЪ ШАРА, ШАРОВОГО СЕГ- 


МЕНТА и ШАРОВОГО СЛОЯ. 34 стр. 165. Съ 6 черт. 1938. Ц. 25 к. 
Распространен!е подобнаго рода элементарныхъ монограф\й среди учащихся 
весьма желательно. Русская ШПола. 


ШУБЕРТЪ, Г. проф. МАТЕМАТИЧЕСКЯ РАЗЗЛЕЧЕНИЯ и ИГРЫ. 

Пер. съ нЪмецк. /. /евинтова, полъ реп., съ прим. и цобавл. „В. Оп. 
Физ. и Элемен. Матем.“ Х\У-Е358 стр. 169. Со многими таблицами 1911. 
Ц. ЕР. 40 в. 


ФИЗИКА. 


АБРАГАМЪ, Г. проф. СБОРНИКЪ ЭЛЕМЕНТАРНЫХЪ ОПЫТОВЪ 
ПО ФИЗИКБЬ * Пер. съ франц. подъ ред. проф. Б. /1. Бейнберга. 
Часть [: ХУ[--272 стр. 89. Свыше 300 рисунковъ 2-е изданий. 1909. 


Ц 1 р. В 

Систематически составленный сводъ наиболЪе удачныхъ, типичныхъ и по- 
учительныхъ опытовъ. Въстникь и Библлотека Самообразоватия. 

Часть П: 434--ХХУ стр. 89. Свыше 400 рис. 2-е издаше 1910 г. 

Норы 

Мы нат$емся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой каждой 
физической лаборатор!и въ Росаи. Русская Мысль. 


АУЭРБАХЪ, Ф. проф. ЦАРИЦП МРА и ЕЯ ТЬНЬБ. * Общедоступ- 
ное изложен!е основашй ученя объ энерни и энтроши. Пер. съ нЪм. 
УШ-Е50 стр. 8°. 5-е издане 1911. Ц. 40 к. 


СлЪдуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересн. „К. М. Н. Пр. 


БРАУНЪ, Ф. проф. МОМ РАБОТЫ ПО БЕЗПРОВОЛОЧНОЙ ТЕ- 
ЛЕГРАФШ и ПО ЭЛЕКТРООПТИКЪ. Р+$чь, произнесенная по случаю 
получен!я Нобелевской прем!и, съ дополн. автора. Пер. съ рукописи 
Л. Мандельштама и Н. Папалекси, со вступит. статьей переводчиковъ. 


ХИУ-92 стр. 16". Съ 25 рис. и портретомъ автора 1911. Ц. 70 к. 
БРУНИ, К. проф. ТВЕРДЫЕ РАСТВОРЫ *. Пер. съ итал. попъ 
ред. „Вьстн. Оп. Физики и Эл. Мат.“ 37 стр. 16°. 1909. 1..2, ме. 


ВЕТГЭМЪ, В. проф. СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИПЕ ФИЗИКИ *. Пер. 
съ англ. подъ ред. проф. Б. //. Вейнберга и прив.-поц. А. Р. Орбинскаго. 
Съ Прилож. рЪчи 4. Бальфура. НБЬСКОЛЬКО МЫСЛЕЙ О НОВОЙ ТЕ- 
ОРШИ ВЕЩЕСТВА. УШ--319 стр. 8°. Съ 5 порт., 6 табл. и 33 рис. Ц. 2 ре 


Старается представить въ стройной и глубокой системЪ всЪ явленя фи\у 
зическаго опыта и рисузтъ читателю дЪйствительно захватывающую картизу 
р гранд1озныхъ завоеван!й человЪческаго геня. Современный зу 
+.“ 9% 


ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. СНЪГЪ, ИНЕЙ, ГРАДЪ, ЛЕДИ ЛЕД- 
НИКИ * 1[\/+127 стр. 87. Съ 137 рис. и 2 фэтотип. табл. 1909. Ц. 1 р. 


„Ма Те$!$“ можетъ гордиться этимъ издан!емъ. к. Н. Пр. 
СУ 


ВИНЕРЪ, 0. проф © ЦВЪТНОЙ ФОТОГРАФИЙ \Н’РОДСТВЕН- 
НЫХЬ ЕИ ЕСТЕСТВЕННО-НАУЧНЫХЬ ВОПРОСАХЪ-*\ Пер. сь нём. 
подъ ред. проф. Н. /1. Кастерина. У!-|-69 ‹тр. 8°. СЪ, ивЪт. табл. 1911. 
АСУ Ц. 60 к. 

я 


ГЕРНЕТЪ, В. А. ОБЪ ЕДИНСТВЪ ВЕЩЕСТВА. 46 стр. 16° Ц. 25 к- 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЬ“. _ 


= 


КАЙЗЕРЪ, Г. проф. РАЗВИПЕ СОВРЕМЕННОЙ СПЕКТРОСКОШШИ. * 
Пер. съ нЪм. подъ ред. „Вст. Оп. Ф. и Эл. М.* 45 стр. 165. 1910. Ц. 25 к. 
Одинъ изъ лучшихъ обзоровъ... Онъ содержитъ, въ сжатомъ видЪ, истор!ю 


открыт!я спектральнаго анализа и дальнйшаго ея развит!я до нашихъ дней. 
Курн. Мин. Н. Пр. 


КЛОССОВСЮЙ, А. проф. ОСНОВЫ МЕТЕОРОЛОНИ. * Х\1-1-527 


ст>. больш. 89. Съ 199 рис., 2 цвЪтн. и 3 черн. табл. 1910. Е. а р. 
Честь и слава „Ма{е$!5“ за издан!е этой прекрасной книги, которою мо. 
жетъ гордиться русская наука. &. М. Н. Пр. 


КЛОССОвВСЮ, А. проф. ФИЗИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ НАШЕЙ ПЛВ- 
НЕТЫ НА ОСНОВАНИ СОВРЕМЕННЫХЪ ВОЗЗРЪШИ. * 45 стран. 89. 
2-е издан!е, испр. и дополн. 1908. Ц. 40 № 

Ръдко можно встрЬтить изложен!е, въ которомъ въ такой степени соеди 


нялась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увлекательностью рЪчи 
Педолозичесьай Сборнике. 


КОНЪ, Э. проф. и ПУАНКАРЕ Г., акал. ПРОСТРАНСТВО и 
ВРЕМЯ СЬ ТОЧКИ ЗРЪМЯ ФИЗИКИ. Пер. подъ рел. „Бъюстн. Ои. 


Физ. и Эл. Мат.“ 81 стр. 16°. Съ 11 рис.. 1912 Ц. 40 к. 
ЛАКУРЪ П. и АППЕЛЬ Я. ИСТОРИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. * Перев. 

съ нЪм. подъ ред. „Вюстн. Оп. Физики и Эл. Мат.“. Въ 2-хъ томахъ 
большого формата, 892 стр. Съ 799 рисун. и 6 отдьльными ивфтными 
таблицами. 1998. Ц. Тр. ЭВ 
Нельзя не привЪтствовать этого интереснаго изцан1я... Книга читается 


легко; содержитъ весьма удачно подобранный матер!алъ и обильно снабжена хо- 
рошо выполненными рисунками. Переводъ никакихъ замфчаый не вызываетъ.. 
2. Г. 11. Пе 


ЛЕМАНЪ, О. проф. ЖИДМЩЕ КРИСТАЛЛЫ и ТЕОРИ ЖИЗНИ. 
Пер. съ нЪм. //. В. Дазанецкаго. МУШ--4З стр 8. Съ 3) рис. 1908. Ц. 40 в. 
...весьма кстати является краткая свэдка главныхъ фактовъ, сдЪланная 


проф. Леманомъ. Педазотичесяй Сборниз. 


ЛИНДЕМАНЪ, Ф. проф. СПЕКТРЪ и ФОРМА АТОМОВЪ. Р\фчь 
ректора Мюнхенскаго университета. 23 стр. 169. 2-е издание. Ц. 19 № 


ЛОДЖЪ, 0. проф. МРОВОЙ ЭФОИРЪ. Пер. сь англ. подъ ред. 
прив -лоц. Д. Д. Хмырова. У1--216 стр. 16°. Съ 19 рис. 1911. Ц. 80 к. 


ЛОРЕНЦЪ, Г. проф КУРСЪ ФИЗИКИ. * Пер. съ нЪм. подъ ред. 
проф. Я. //. Кастерина. Съ добавлен!ями автора къ русскому изван!ю. 


Т. 1. УШ-248 стр. болыш. 89. Съ 236 рис. 1910. Ц. 2 р. № 

Т. И. УШ--466 стр. болыш. 80. Съ 257 рис. 1910. Ц. 3 р. 15. в 
Съ появленемъ этого перевода русская литература обогатилась пре м 

нымЪ курсомЪ Физики. /й,. М. ес р 


© 
ПЕРРИ, ДЖ. проф. ВРАЩАЮЦИИСЯ ВОЛЧОКЪ. * Публичная 
лекщя. Пер. съ англ. \УШ-|-96 стр. 8°. Съ 63 рис. у-в ко 1912 Ц. 6Ок. 
Книжка, вооч1ю показывающая, какъ люди истиннаго аа, не цеховой 


только науки, ум ьютЬ распоряжагься научнымъ мер В Жи его популяри- 
защи. ху "Русская ШКола 


ПЛАНКЪ, М. проф. ОТНОШЕШЕ НОВ И ФИЗИКИ КЬ 
МЕХАНИСТИЧЕСКОМУ МРОВОЗЗРЪНЮ. Пе р(5ъ нЪм. /. „/евинтова, 
полъ ред. „Бюст. Оп. Физ. и Эл. `Мат“. 42 © ру 5. 191. 1^ 25 № 


РАМЗАЙ, В. проф БЛАГОРОДНЫЕ  УРАШОАКТИВНЫЕ ГАЗЫ. 


Пер. подъ ред. „ Вльст. 0. Фи 5. М..*.37 стр. 16°; Съ-16 рис: 1309. Ц. 25 № 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


. РИГИ, А. проф. СОВРЕМЕННАЯ ТЕОРШЯ ФИЗИЧЕСКИХЪ ЯВЛЕ- 
НТИ. * (оны, электроны, ращоактивность). Пер. съ 3 итальян. изданйя. 
\-|-146 стр. 89. Съ 21 рис. 1910. 2-е издание. Ы. 90. ва 


Книгу Риги можно смфло рекомендовать образованному человЪку, какъ 
лучшее имъющееся у насъ изложеве новЪйшихъ взглядовъ на обширную область 
физическихъ явленйй. Педеогичесй СборниХв. 


РИГИ, А. проф. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРИРОДА МАТЕРИИ. * Вступи- 
тельная лекшя. Пер. съ итальян. подъ ред. „67ьст. Ои. Физ. и Эл. Мат... 
28 стр. 8°. 2-е издание. 1911. Ц. 30 к. 


Эта прекрасная рЪчь обгадаетъ всЪми преимуществами многочисленныхъ 
популярныхъ сочинен!й знаменитаго профессора Болоньскаго универ. А. ГГ. Н. Пр. 
Р В р р р 


СЛАБИ, А. проф. БЕЗПРОВОЛОЧНЫЙ ТЕЛЕФОНЪ. Пер. съ нЪм. 
подъ ред. „л.с. О. Ф. и Э. М.*. 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909. Ц. 30 к. 


СЛАБИ, А. проф. РЕЗОНАНСЪЬ и ЗАТУХАШЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХЪ. 
ВОЛНЪ. Пер. съ нм. подъ рел. „Влсит. Оп. Физ. и Эл. Мат.“. 4 стр. 
8°. Съ 36 рис. Ц. 40 к. 


ОбЪ брошюры принадлежатъ перу большого знатока предмета и выдающа- 
гося самостоятельнаго работника въ области практическаго примфнен!я электри- 
чески*ъ волнъ. Педазозическй СборниЁз. 


СОДДИ, Ф. проф. РАШИ и ЕГО РАЗГАДКА. * Пер. съ англ. подъ 
ред. прив.-доин. „Д. Амырова. УП--190 стр. 8'. Съ 31 рис. 1910. Ц. 1 р. 25 к. 


... авторъ въ увлекательномъ изложен!и вводитъ читателя въ необыкно- 
венно заманчивую область... Педолозическай Сборникз, 


ТОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. КОРПУСКУЛЯРНАЯ ТЕОРЯ ВЕ- 
ЩЕСТВА, Пер. съ англ. /. Левинтова, подъ ред. „Вст. Оп. Физ. и Эл. 
Мат.“. УШ--162 стр. 8°. Съ 29 рис. 1910. Ц. 1 р. 20 к. 


ТОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. ДОБЫВАШЕ СВЪТА * 
Общедоступная лекшя для рабочихъ, прочит. на собранйи Британск. 
Ассощащи 1906. Перев. съ англ. УШ--88 стр. 169. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к. 


Въ этой кесьма интересно составленной рфчи собранъ богатый матер!алъ 
по вопросу добыкан!я свЪта. Е. М. Н. Пр. 


УСПЬХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „ВБтьстника Опыт- 
ной Физики и Элементарной Математики“. 
Вып. [. * УШ-148 стр. 89. Съ 41 рис. и 2 табл. изд. 3-е 1909. Ц.7Б к. 


Изящно изданный и недорогой сборникъ прочтется каждымъ интересук- 


ющимся съ большимъ интересомъ. Въстникъ Знанбя. 
Вып. П. ГУ--204 стр. съ 50 рис. 1911. Ц. 1 р» 20 № 
хи.мтя,. 
МАМЛОКЪ, Л. д-ръ. СТЕРЕОХИМЯ. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. л. 
П. Г. Меликова. МШ--164 стр. 85. Съ 58 рис. 1911. Ц. 1. р. 20 к. 


РАМЗАЙ, В. проф. ВВЕДЕНЕ ВЪ ИЗУЧЕНЕ ФИЗИЧЕСКОЙ" 
ХИМИИ. Перев. съ англ. подъ рел. проф. //. Г. Меликова. УШ--76 ‘р. 
160. 1910. АВЕ к. 

Главный интересъ обзора конечно въ томъ, что онъ сдъланъЗ®рупнымъь 
самостоятельнымъ изслфдователемъ въ этой области. оочень 


и. 

СМИТЪ, А. проф. ВВЕДЕМЕ ВЪ НЕОРГАНИЧЕСКУЮ ХИМЮ. 
Пер. англ. ‘подъ ред. 11. Г. Меликова. Х\У1--840 стр. 8°. СВ 107 рис. 1911. 
© ^Ц. 3 р. 50 к. 
Так!е первокласные ученые, какъ Лёбъ, ОствальдЪь Жар. признали, что 
„Введен!е въ неорганическую химю“ Смита обогащает (учебную литературу и въ 
ряду многочисленныхъ руководствъ по хими должно занять особое, значитель- 

ное мЪсто. ° Ръчь. 


КНИГОИЗДЛАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪЬ“. 


ЕЕ ЕЕЕНЕНЕННЯ = 


ШЕЙДЪ, К. ХИМИЧЕСНЕ ОПЫТЫ ДЛЯ ЮНОШЕСТВА. Пер. съ 
нЪменк. подъ ред. лаборанта Е. С. Ельчанинова. 1У-- 192 стр. 89. Съ 79 
рисунками. 1907. Ц. Тр. 20 к. 


ШТОКЪ, А. проф. и ШТЕЛЛЕРЪ, прив.-доц. ПРАКТИЧЕСКОЕ 
РУКОВОДСТВО ПО КОЛИЧЕСТВЕННОМУ АНАЛИЗУ. Пер. съ нЪм. лабор. 
Новор. Унив. 4. /. Коншина полъ ред. проф. //. Г. №ШМеликова. Перев. 
съ нём. УШ--172 стр. 89. Съ 37 рис. 1911. ШТ р. 20 Е 


ветро ога 


АРРЕШУСЪ, Св. проф. ОБРАЗОВАНИЕ МРОВЪ *. Пер. съ нЪъм. 
полъ рел. проф. А. Д. Покровскаго. УШ--209 стр. 8°. Съ 60 рис. 2-е изд. 
1912. Ц. 1 р. 75 № 


Книга чоезвычайно интересна и богата содержашемъ. Педазот. Сдорн. 


АРРЕШУСЪ, Св. проф. ФИЗИКА НЕБА *. Перев. съ нЪм. псодъ 
ред. прив-доц. 4. Р. Орбинскаго. УШ--250 стр. 80. 66 черн. и 2 ивлн. 
рис. въ текстБ. Черная и спектр. таблицы. 1905. Издан!е распродано. 

Научность содержан!я, ясность и простота изложен!я и превосхопный пге- 
реводъ соперничаютъ другъ съ другомъ. Русская Мысль. 

БОЛЛЪ, Р. С. проф. ВЪКА и ПРИЛИВЫ. Перев. съ англ. подъ 
ред. прив.-поц. 4. Р. Орбинскаго. 104 стр. 8°Съ 4 рис. и 1 табл. Ц. 75 к. 


а настоящее издан!е „Ма'ез1$“ слЪдуетъ привЪтствовать наравнЪ съ про- 
чими, какъ почтенный, заслуживаюцИй распространен!я и серьезнаго вниманля, 


вклапъ въ русскую науку. Русская Школа. 
ВИХЕРТЪ, Э. проф. ВВЕДЕШЕ ВЪ ГЕОДЕЗШЮ *. Перев. съ нЪм. 
80 стр. 16°. Съ 14 рис. 2-6 изд. 1912 Ц 35 к. 


Излагаетъ основы низшей геодез1и, имя въ виду пользован!е ею въ 
школЪф въ качествЪ практическаго пособ!я... Изложен!е очень сжато. по полно и 
посл довательно. Вопросы Физики. 


ГРАФФЪ, К. КОМЕТА ГАЛЛЕЯ *. Пер. съ нм. УШ-Е7! стр. 16°. 
Съ 13 рис. и 2 отд. табл. Изд. второе исправл. и поп. 1910. Ц. 30 к. 
Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое назначеше. Педалоз. СборниКъ 
ГАЛЛЕЕВА КОМЕТА ВЪ 1910 ГОДУ Обиедоступное издате. Со- 
держан!е: О вселенной — О кометахъ -О кометБ Галлея. 32 стр. 87. Съ 
12 иллюстрашями. 1910. Ц. Га 
ЛОВЕЛЛЪ. МАРСЪ и ЖИЗНЬ НА НЕМЪ. Пер. съ англ. подъ ред. 
прив.-доц. 4. Р. Орбинскаго. УП--272 стр. 8°. Со мн. рис. и 1 цвтн. табл. 
То12. Ц. # р. 
НЬЮКОМЪ, С. проф. АСТРОНОМ!Я ПЛЯ ВСЬХЪ *. Перев. съ 
англ. подъ ред. прив.-доц. 1. Р. Орбинскаго. ХХ--288 стр. 83. Съ портре- 


томъ автора, 64 рис. и 1 табл. 2-е издаше 1911. Ц. 1 р. 59 к. 
И влолнЪ научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга..* 

переведена и издана очень хорошо. ВъстниКь РЕНИ 

. А 
НЬЮКОМЪ, С. проф. ТЕОРЯ ДВИЖЕНЯ ЛУНЫ, (История “и, со- 
временное состоян!е этого вопроса) 26 стр. 16°. ‚Ц ь“20 к. 


ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. ДВА НОВЫХЪ МА. 1. Инфрашръ. 2 

Супра-мръ Пер. съ англ. УШ-|-119 стр. 89. Съ 1 рис. и 1^табл. 1911. 
У Ц 80 к. 

УАКТГА. о 
\< 

ГАМПСОМЪ-ШЕФЕРЪ. ПАРАДОКСЫ ПРИРОДЫ +. Книга для 
юношества, объясняющая явлен!я, которыя находятся въ противорБ чи 
съ повседневнымъ опытомъ. Пер. съ нЪм. УВЕЗ стр. 89. Съ 67 рис. 
ААУ Ц. Тр. 20 к. 


Матер!алъ подобранъ интересный. е Кури. М. Н. Пр. 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪЬ“. 


ро лотюнынсмсь рзыеь. с 
ЧЕ Екь ==. С 
оке аль 


ГАССЕРТЪ, К. проф. ИЗСЛЬДОВАШЕ ПОЛЯРНЫХЪ СТРАНЪ. 
Истор!я путешествй къ сЪверному и южному полюсамъ съ лпревнЪй- 
шихъ временъ до настоящаго времени. Пер. съ нЪм. полъ рец. и съ 
дополн. проф. Г. И. Танфильева. ХП--216 стр. 89. Съ двумя цивБтными 
картами. 1912. Ц. Гр. 50 к. 


ГРОТЪ, П. проф. ВВЕДЕШЕ ВЪ ХИМИЧЕСКУЮ КРИСТАЛЛОГРА- 
Ф!Ю. Перев. съ нЪми. 1. Левинтова подъ рел. проф. М. Д. Сидоренко. 
УШ-|-112 стр. 87. Съ 6 черт. 1912. Ц. 80 к. 
ЗЕЕМАНЪ, П. проф. ПРОИСХОЖДЕШЕ ЦВБТОВЪ СПЕКТРА. Съ 
приложен!емъ статьи В. Ритиа „Линейные спе ‹тры и строене атомовъ"“. 
50 стр. 160. Ц. 30 к. 


ЛЁБЪ, Ж. проф ЛИНАМИКА ЖИВОГО ВЕЩЕСТВА. Перев. съ 
нЪм. подъ рел. проф. В. В. Завьялова. УШ-ЕЗ52 стр. 89. Съ 64 рис. 1910. 
Ц. 2 рб в 


Классическая книга Лёба, отъ чтенйя которой трудно оторваться, устана- 
вливаеть вфхи достигнутаго въ познаши динамики живого вещества. 
Русское Бозатство 


НИМФЮРЪ, Р. ВОЗЛУХОПЛАВАНЕ. * Научныя основы и тех- 
ническое развит!е. Пер. съ нфм. УШ--161 стр. 8°. Съ 52 рис. 1910. Ц. 90 к. 


Въ книг собранъ весьма обширный описательный матер!алъ. 
/Курн. Мин. Вар. Пр. 


СНАЙДЕРЪ, К. проф. КАРТИНА МШРА ВЪ СВБТБ СОВРЕМЕН- 
НАГО ЕСТЕСТВОЗНАНЙЯ. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. ВБ. В. Завья- 
лова. У Ш-|-193 стр. 8°. Съ 16 отдфльными портретами. 1909. Ц. 1 р. 50 к. 


Жнига касается интереснЪйшихь вопросовъ о природЪ. Педалот. Сборник». 


ТРОМГОЛЬТЪ, С. ИГРЫ СО СПИЧКАМИ. Задачи и развлеченйя. 
Пер. съ нЪм. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. Изд. второе 1912. 


Ц. 50 к. 
УШИНСЮЙ, Н. проф. ЛЕКШИ ПО БАКТЕРЮЛОПИ. УШ-|-135 
стр. 8°. Съ 34 черными и цвБтными рисунками. 1908. Ц. Тр. 50 к. 


ШМИДЪ, Б. проф. ФИЛОСОФСКАЯ ХРЕСТОМАПЯ. * Перев. съ 
ньм. Ю. 4. Говсльева. полъ рец. и съ пред. проф. Н. Н. Ланге. УШ-172 
стр. 8°. 1907. Ор — 

..Для человфка, занятаго самообразовашемъ и немного знакомаго съ фило- 
софей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный матералъ. 
Вопросы философы и психолоии. 
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БИЛЬТЦЪ Г. и В. УПРАЖНЕНЯ ПО НЕОРГАНИЧЕСКОЙ ХИ- 
МПИ. Пер. съ нЪм. 44. С. Комаровскаго. съ предисловемъ, ` проф. „Л. В. 
Писаржевскаго. ХМ--272 стр. 8. Съ 24 рис. 5 Ц. Тр. 60 к. 
—_ 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


Печатаются и готовятся къ печати: 
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англ. подъ ред. прив.-доц. С.-П.-Б. универ. В. Серафимова. 

ВЕРИГО, Б. Ф. проф. ОСНОВЫ ОБЩЕЙ БОЛОПИ. Около 49 
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ЛАГРАНЖЪ, Ж. ДОПОЛНЕНИЯ КЬ „ЭЛЕМЕНТАМЪ АЛГЕБРЫ“ 
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Подробный катапогъ издан вътсыпает 42 требован!ю 
безппатно. р 


Выписывающе изъ главнаго склада „М АТВЗ ИСЪ“ (Одесса, 
Новосельская, 66) на сумму 5 руб. ги` боле за пересылку 
не платятъ. *” 


ОБЪЯВЛЕНИЕ. 
ВЪетникъ Опытной Физики 2=”отить 24 раза въ год 


н стр. каждый 


095 ред. прив.-дон. 


Элементарной Математики ое Нарнии 
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